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Ueber sphirische Vielecke, die einem Kreise
eingeschrieben und einem andern Kreise um-
geschrieben sind.

Von
Dr. SroLL,

Gymnasiallehror in Bensheim.

Fiir ein rechtwinkliges Coordinatensystem ist die Gleichung eines
Kegels, dessen Spitze im Anfangspunkte der Coordinaten liegt, dessen
Axe mit der Axe der z’zusammenfillt und dessen Erzeugende mit der-
selben den constanten Winkel r bilden:

1) 22 = (a® 4 y? +2%) cos?r,
' eine Gleichung, die man vermittelst Einfithrung des verinderlichen Para-
meters @ durch folgende zwei ersetzen kann:
la) T=zlgrcosp, Yy=zlgrsing.
Daher ist die Gleichung einer Ebene, welche durch diejenigen Erzeugen-
den geht, denen die Parameter ¢, und @, angehoren:
x y z
igr cosp, lgrsingp, 1|=0,
lgr cosp, tgr sing, 1
oder entwickelt:
2)  wcosh(ot o) +ysink(e +o,) =217 cosf(p,—ay).

Die Gleichung eines zweiten Kegels, der mit dem ersten die Spitze
gemeinschaftlich hat, dessen Axe mit der z-Axe den Winkel 4, mit der
x-Axze den Winkel 90°—¢ und mit der y-Axe den Winkel 90° macht,
dessen Erzeugende endlich gegen seine Axe um den constanten Winkel
¢ geneigt sind, ist folgende:

3) (xx sind + z cos 8)? = (a® 4 y® + 22) cos?q.

Die beiden Kegel 1) und 3) erzeugen auf einer Kugeloberfliche,
deren Mittelpunkt in den Anfangspunkt der Coordinaten fillt, zwei kleine
Kreise von den sphirischen Radien  und ¢, deren Mittelpunkté um den
Bogen & von einander entfernt sind, und die Ebene 2) schneidet diese
Kugeloberfliche in einem Bogen eines grossten Kreises, der eine Sehne
des kleinen Kreises mit dem Radius r ist; dabei ist zu bemerken dass
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die Parameter @, und @, die beiden Winkel bedeunten, welche die wach
den Endpunkten dieser Sehne gerichteten Radien des Kreises » mit dem
Verbindungsbogen der Mittelpunkte der Kreise r und ¢ (der Centrale)
machen, Soll nun diese Sehne den kleinen Kreis mit dem Radius ¢
beriihren oder, was dasselbe ist, die Ebene 2) eine Tangentialebene des
Kegels 3) sein, so findet dafiir folgende Bedingungsgleichung statt:

| cos’g — sin? 0 — sind cosd cos ¥ (o, +@,)

l 0 cos®g 0 siny (o, +@,) | _

% — sind cosd 0 cos®e —cos’§  ~tgrcosy (g, -9, |
| cos§(@y+@y) sing(py+@,) -lgrcost(p;-oy) 0

asder entwickelt:

[sind cosd (@, 4+ @s) — tgr cosd cos } (9, — @,) 2
= [141g27 cos® § (o, — @,)] sin®.
Um dieser Gleichung eine fiir unsern Zweck mebr dienliche Form zu
geben, ersetzen wir zundchst die Cosinusse der halben Winkelsummen
und Winkeldifferenzen durch ihre ausgefiilhrten Werthe und erhalten so:
[(tgr cos 8 + sin ) sink @, sinL @, + (lgr cosd — sind) cos§ @, cos @,

=[14tg*r (cos ko, cos § @, + sind @, sinfp,)?] sin®g,
oder nach Ausfilhrung der angezeigten Operationen und neuer Anordnung
der Glieder:

[(tgr cos 8 + sind)® — tg*r sin®g] sin® § @, sin*{ @,
+ [(tgr cosd — sin 8)% — tg*r sin*g] cos® § @, cos*§p,
+ 2[(tg®r cos? 8 — sin®d) — tg*r sin®g] sin§ @, sing @, cos 5@, cosf @, = sin*g.
Driickt man endlich die Sinusse und Cosinusse der halben Winkel durch
ihre Tangenten aus, so nimmt die Bedingungsgleichung schliesslich die
Form an:

[sin2(r 4 8) — sin®r sin®g] lg* L o, g% S @,
+ 2[sin(r+ 8) sin(r — 0) — sin*r sin® o] 9§, lg§ @, + sin*(r — &) — sin?r sin?g
= (1+19*§ 9,) (1 + 1g*§ ;) sin® ¢ cos?r,
oder, wenn man nach vorgenommener Reduction der Abkiirzung halber
statt i3, und tg§@, t, und 7, schreibt und die Grossen

sm (r+06)— sm2g
\ m——g 3, 50805 =i
sin2g cos
it e
%) sin (1j2 ) 2sm 0 =il
sin? g cos
' sin(r + ) sin (r — 0) — sin? g sin’r
sin%g cos®r
setzt: .
5) CatPti bt ety =12+ 1,2

Legt man daher von irgend einem Punkte der Kreisperipherie r,
dessen Parameter ¢, ist, an den Kreis ¢ eine sphirische Tangente, so
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erhdlt man den Parameter des zweiten Schnittpunktes derselben mit dem
Kreise r durch die Gleichung 5); legt man ferner von dem Punkte g,
in derselben Richtung, in welcher ¢, und ¢, gemessen sind, eine zweite
sphirische Tangente an den Kreis ¢, so erhilt man den Parameter g,
ihres auf dem Kreise r gelegenen Endpunktes durch die dhnlich gebildete

Glsiclmag AR L2 4 b+ clyly= 1,2+ 2,

Wenn man so fortfibrt und immer vom Endpunkte der letzten Tan-
gente an den Kreis o eine neue Tangente legt, so bekommt man eine
Reihe solcher Gleichungen zur Bestimmung der aufeinander folgenden
Parameter, so dass endlich der Parameter des Endpunktes der n'*® Tan-
gente durch die Gleichung

atptnirF o+ clalnpr =10+ 1344
gefunden wird. Wenn der Endpunkt der n'*™ Tangente mit dem An-
fangspunkte der ersten zusammenfillt, so hat man ein geschlossenes
Vieleck von n Seiten; die Bedingung dafiir, dass dies stattfindet, ist
®n41=2360°+ ¢,, und infolge dessen gilt dann fiir die letzte Seite des
Vielecks die Gleichung:
atnt2 b4 clat, =t 4 12

Wir wollen nun den Anfangspunkt der ersten Tangente auf der
Kreisperipherie 7 um einen unendlich kleinen Bogen dg, in der Rich-
tung, in der die @ gezihlt sind, verschieben, dann verschiebt sich ihr
Endpunkt um den unendlich kleinen Bogen dg,, der Endpunkt der zwei-
ten Tangente um dg; ete., der der 2'°® um dg, 4. Alle diese Incremente
haben dasselbe Zeichen, weil mit dem Wachsthum von ¢, alle iibrigen
@ wachsen. Um das gegenseitige Verhiltniss derselben kennen zu ler-
nen, differentiire man die Gleichung 5) nach ¢, und @,, wodurch man
erhilt:

24 (at? =)+ ct,](1+12) do, + [26(at,®?—1) 4 ct,] (14 1,2) dp, = 0.

Durch Auflssung der Gleichung 5) nach ¢ findet man aber:

24y (at? —1) +cly=+ Y bat + (*—4ab— 4)4,° + 45,
und durch Auflésung nach 4:

24 (al®—1)tcty =+ YV4at  +(cF—dab—4) 12 +%5b;
daher ist: o
1/4’7:;1(&"—4111)'-4)/22+4bd _1/4Ttl4+(c2—4ab—4)tl2+4bd

1442 = T2

wo die Zeichen” rechts und links positiv genommen wurden, weil, wie
oben bemerkt, die Incremente de, und dg, dasselbe Zeichen haben
miissen. Wenn man die Coefficienten von do, und dg, kurzweg mit f
und /; bezeichnet, so hat die letzte Gleichung die Gestalt:

frdo, =/ do,;

P2y
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fiir das Verhiltniss von dg, und dg, findet man ebenso: f;dg,=f, do,,
fiir das von do; und do,: f,dp;={; dp, etc; endlich fiir das von do,
und d@ug1: fag1 dQn=/[n dp,41. Die Multiplication aller dieser Gleich-
ungen ergiebt:
fn+l do, =f1 d‘Pn—H;
nun ist aber, im Falle das urspriingliche Vieleck geschlossen war, fn4i
=/{;, daher ist dann auch dp, =dg,41, d. h. der Endpunkt der letzten
Tangente fillt auch jetzt wieder mit dem Anfangspunkee der ersten zu-
sammen und man hat ein neues, wiederum geschlossenes Vieleck, das
dem Kreise » ein- und dem Kreise ¢ umgeschrieben ist. Indem man
den Anfangspunkt der ersten Tangente stetig immer weiter in derselben
Richtung auf der Kreisperipherie r fortriicken ldsst, werden bei jeder
auch endlichen Verriickung dieses Anfangspunktes immer neme ge-
schlossene Vielecke entstehen, so dass man den Satz aussprechen kann:
A. Dreht man ein sphéirisches n-Eck, das einem Kugel-
kreise » eingeschrieben und einemandern Kugelkreise
¢ umgeschrieben ist, so, dass seinen Eckpunkteimmer
auf der Peripherie des ersten Kreises fortriicken, seine
n—1 ersten Seiten aber den zweiten Kreis beriihren,
indem sie sich auf demselben hinwiilzen, sco beriihrt
auch seine n'® Seite fortwihrend denselben Kreis.
Dieser Satz gilt in seinem ganzen Umfange auch fiir die Ebene,
weil, wenn man den Radius der Kugeloberfliche bis ins Unendliche
wachsen ldsst, sich an der ganzen Schlussweise nichts dndert.*
Dagegen gilt nur fiir die Ebene ein anderer, schon bekannter
Satz,** den wir jetzt herleiten wollen. Denken wir uns nimlich den
Kreis 7 in der Ebene als fest und- gegeben, -dagegen in derselben Ebene
eine Schaar von Kreisen mit verdnderlichem Radius o, welche mit dem
Kreise » dieselbe Potenzlinie hahen, so hat man, um die Gleichung der
letzteren zu finden, die beiden Gleichungen

¥4 y? =12 und (x—9)° 4 y?=¢®
von einander abzuziehen, was 20x =r24 02—g? ergiebt; beriicksichtigt
man aber, dass fir diesen Fall die zwei ersten der Gleichungen 4)
in (r+0)? =¢%(¢+1) und (r—0)2=0%*(h+1) iibergchen, dass folglich
2(r2 402 — %) =@ (¢+h) und 479 =g%(a—1) ist, so erhiilt die Gleichung
der Potenzlinie die Gestalt:

(a—byx = (adh)r.

* Fir die Ebene hat den Satz mit Heranziehung der elliptischen Functionen
bewiesen Jacobi in Crelle’s Journal Bd. 3. Vergl. Durtge, Theorie der ellipt.
Funct., 2. Aufl., S. 181.

** Vergl. Durege a’a 0. S, 180.
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.
Man kann daher die Forderung, dass die Potenzlinie fiir die ganze
Schaar von Kreisen dieselbe sein solle, in die Form kleiden: das Ver-
hiltniss «:6 solle constant sein, wenn auch die « und & selbst fiir jeden
Kreis der Schaar verschiedene Werthe haben. Legen wir nun von irgend
einem Punkte der Kreisperipherie 7'., dessen Parameter @, ist, an einen
Kreis dieser Schaar ecine Tangente, so finden wir den Parameter ihres
Endpunktes auf dem Kreise 7, wie oben, durch die Gleichung 5):
at,2 + b+t ly=12+412

Der Parameter des Endpunktes einer zweiten Tangente, die man
vom Endpunkte der ersten an einen andern beliebigen Kreis der Schaar
legt, wird erhalten durch die Gleichung:

r1'122132+ v+ Cilyity== 122—{-132 u. 8. W.

Indem man nun den Anfangspunkt der ersten Tangente unendlich
wenig verschiebt und sonst dieselbe Schlussweise anwendet, wie oben,
erhiilt man nacheinander die Differentialgleichungen:

Vial + (P —4dab—4) >+ 40 dpy = Vaatd+ (¢t —dab-4) 17+ 4b

: . 5 do,,
e s ,4,1 Al 4
Vad 4 (2 —4db—4)t 4 40
LT 2 -,1 3 d(p2
+ 4
VAP (T —Ad =) 40
= 14147 dp; u.s. w.

Nun geht aber fiir die Ebene die dritte der Gleichungen 4) iiber in:
2(r?—9?)=o%c, was mit den zwei anderen schon oben gebrauchten:
(r402=29*(a+1) und (r—9)>=09%(b+1) die Relation giebt: c*=
4(a+1)(b+1), aus welcher ¢2—4ab—4=4(a+0b) folgt. Dividirt man
daher diese Differentialgleichungen der Reihe nach mit 6, " u.s. w. und
bezeichnet das Verhiltniss a:b=«":0" u.s. w. mit A, ferner einen Aus-
druck wie 1~/-4“"4~+f$[lt])tk2+4b mit f%, so hat man auch hier wieder
frdp,=[,do,, f;dp,=f,dp, u.s. w. und zuletzt [, 1189, = fn d@at1,
woraus durch Multiplication, wie oben, fy41d@, =/ dp,y folgt. Hat
man aber vom Endpunkte der vorletzten Tangente eine Verbindungslinie
nach dem Anfang der ersten gezogen, so dass das Vieleck sich schliesst,
so wird auch diese nothwendig irgend einen Kreis der Schaar beriihren
und man wird haben: f,41=/, folglich auch do, =dp,41, d. h. der
Endpunkt der letzten Tangente fillt auch jetzt wieder mit dem Anfangs-
punkt der ersten zusammen, und es gilt der Satz:

B. Wenn in der Ebene ein fester Kreis mit dem Radius »
und eine Schaar von Kreisen mit dem verdnderlichen
Radius ¢ gegeben sind, welche alle mit dem Kreise r
dieselbe Potenzlinie besitzen, und man legt vonirgend
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-

einem Punkte des ersten Kreises an einen beliebigen
Kreis der Schaar eine Tangente, von ihrem Endpunkte
an einen zweiten Kreis der Schaar eine zweite Tan-
gente und so fort, so wird die Verbindungslinie des
Endpunktes der letzten Tangente mit dem Anfangs-
punkte der ersten immer denselben Kreis der Schaar
beriihren, wenn man auch das dadurch entstandene
Vieleck sich so drehen lisst, dass seine Eckpunkte auf
der Peripherie des Kreises r fortriicken und die n—1
ersten Seiten desselben fortwihrend dieselben Kreise
der Schaar beriihren.

Fiir die Kugel ldsst sich ein dhnlicher Satz nicht aufstellen. Denn
sollte obige Schlussweise auch hier zulissig sein, so miisste sich erstens
die Grosse ¢?—4ab—4 durch eine mit « oder b multiplicirte Function
von a:b ausdriicken lassen, und zweitens miisste die Bedingung, welche
erfiillt sein muss, damit alle Kreise der Schaar mit dem Kreise » die-
gselbe Potenzlinie besitzen, eine Function von «:b allein sein. Keines
von beiden ist der Fall. Die oben Gleichung 4) gegebenen Werthe von
a, b, ¢ liefern ndmlich:

(a cos?r 4 1) sin?g = sin®(r4+9), (bcos?r + 1) sin? g = sin?(r —9)

und c cos?r 4 2 sin?r) sin2o = 2 sin(r40) sin(r —9);
0 ) )s

daraus folgt:
4(a cos’r41)(b cos’r+1)=[(c—2) cos’r 4+ 2]?
und daraus e
c—=2=—2(14127) + 2)/(a+1+1g%r)(b+ 1+ tg®r).
Dies giebt endlich:
2 —dab—4=4(a+b+219%r) + 81g%r Y (a+1 + 12y (b+1+tg2r).
Um die Gleichung des Potenzkreises zu finden, miissen wir aus den
Gleichungen 1) und 3) die Grésse 2%+ y2+2? eliminiren, wodurch man

22 cos?g = (@ sind + z cos 0)2 cos®r oder @ sind cosr =z(—cosd cosr + cosg)
erhilt, d. h. die Gleichungen zweier grossten Kreise der Kugel. Es lésst
sich leicht zeigen, dass der erste derselben, fiir den das positive Zeichen
gilt, die Eigenschaft besitat, dass die von einem beliebigen Punkte des-
selben an die Kreise » und ¢ gelegten sphirischen Tangenten einander
gleich sind, withrend die von einem Punkte des zweiten an den Kreis »
und den Gegenkreis von ¢ gezogenen Tangenten gleich sind. In der

That, sind

@ sind cosr = z(— cosd cosr 4 cosg)
und

y sind cosr = A z(— cosd cosr = cosp)

die Gleichungen der geraden Linie, die man vom Ursprung nach einem
Punkte des ersten Potenzkreises gezogen hat, so findet man den Winkel
k, welchen diese Gerade mit der z-Axe macht, durch die Gleichung:
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1

)
A YI1te @ +1)
wo — cosd cosr 4 cosg = pu sind cosr gesetzt ist; dagegen wird der Winkel
%, den dieselbe Gerade mit dem Kugelradius nach dem Mittelpunkte des
Kreises ¢ macht, bestimmt durch die Gleichung:

14uigs __ cosd 4 usind
V1402 (M41). V141928 Y1+ p*(A241)

Bedeutet nun ¢ die Lénge der von jenem Punkte des ersten Potenz-
kreises an den Kreis 7, und ¢ die Linge der von demselben Punkte an

den Kreie ¢ gezogenen sphirischen Tangente, so ist nach einem fiir
rechtwinklige Dreiecke geltenden Satze der sphirischen Trigonometrie:

cosk =

COS# =—

cosk = cosr cost und cosx = cosg cost,
also (cosd + p sind) cosr cost = cosg cost oder, wenn man die Gleichung
— cosd cosr 4 cosg = u sind cosr heranzieht:
cost=cost,

woraus die erste Behauptung unmittelbar folgt. Nimmt man statt des
Kreises ¢ einen andern mit dem Radius ¢'= 180°— g, so ist die Gleich-
ung seines ersten Potenzkreises: & sind cosr = z(— cosd cosr +.cosq’) oder
@ sind cosr = z(— cosd cosr — cosg), d. h, die Gleichung des ersten Po-
tenzkreises der Kreise » und ¢ ist identisch mit der Gleichung des zwei-
ten Potenzkreises der Kreise r und o, womit die zweite Behauptung
erwiesen ist.

Wenn also eine Schaar von Kreisen mit dem Kreise » den ersten
Potenzkreis, der hier allein in Betracht kommt, gemeinschaftlich hat, so
muss, weil fiir einen constanten Werth von p auch p {gr eine Con-

stante ist
: (p tgr sind + cos ) cosr = cosg

a _sin®(r-9) — sin®g
b~ sin(r—0) — sin“g,
a4b

7 sinr cosr sind cosd folgt. Daher muss:
a—10

sein. Nun ist aber woraus sin®g = sin’r cos*d

+ cos?r sin?d — 2

[p tgr sind 4 cos d]% cos®r
a+b

0 sinr cosr sind cos 6‘]

=1— [sin2r c0s2d < cos?r sin2d — 2 -
oder

(ptgrigd + 1= (141tg°r)(1+1g*d) — [tg2r+1926 - 2:l-l~+—btgr lgd]

—b
oder endlich

[ptgrtgd 411> =d 4 tg?r 19?6 + 2% lgrigd
sein. Wenn man entwickelt und den Factor tgd weghebt, so wird daraus:
2(p(a—b)~ (a+8)] = (a—6)(1—p*) gryd.

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik XX1X, 2 7
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Es ist aber weiter: («—b)sin®g cos?r = sin®(r 4+ 6) — sin?(#—0) und («+5b
—c+2) sin?g cos?r = [sin(r 4+ 8) — sin(r—9)]?; daher kommt durch Divi-
sion:

a—b  sin(r +9) 4 sin(r—9)
a4+b—c+2 sin(r40)— sin(r—9)
2[pla—b) — (a+b)] = (a+b—c +2)(1—p?) tg*r

oder, wenn man fiir a4+b—c+2 seinen oben gefundenen Werth setzt:
2[{p(a—b)— (a+1)]
=[a+b+2(1415%7) + 2V (a+ 1412 ) (4 1+ 1g%r) | (1= pP)tgPr.

Das ist also die Bedingung, dass eine Schaar von Kreisen mit verdnder-

= lgr cotyd,

also

lichem Radius ¢ zugleich mit dem festen Kreise r eine gemeinschaftliche
Potenzlinie besitzt, ausgedriickt als Function von « und 4. Daraus er-
sieht man sofort, dass sie nicht von dem Verhiltniss der Gréssen « und
b abhiingig ist, woraus, verbunden mit der Form des Ausdrucks, den
wir fiir ¢2— 4ab —4 gefunden haben, folgt, dass der Satz B fiir die
Kugel nicht gilt.

Unter den Vielecken, welche dem Kreise » ein- und dem Kreise ¢
umgeschrieben sind, besitzen die von gerader Seitenzahl einige besondere
Eigenschaften; fiir ebene Vielecke findet man eine derselben entwickelt
und ausgesprochen bei Durége a. a. O. S. 183 (vergl. unten Satz C).

Fiir ein 27-Eck nimlich gelten folgende 22 Gleichungen, die dhn-
lich der Gleichung 5) gebildet sind:

al 24+t =12 +17
at? ti+btcty t,=1 +t?

aly? 124+ b 4 clon ty =ty + 1,2
Eliminirt man aus der (n41)'" dieser Gleichungen und der ersten, der
(n4+2)'* und der zweiten u. s. w. die Grosse ¢, so erhilt man die n
neuen Gleichungen:
(I)‘—”tl 12 tn{-ltn—i—?) (tn-}-ltn-}—?‘_ll (g) = ([1 1n+1 —tzln-l»-‘l)([l lny2— lg lll+1))
(I"_(ltgta’ﬂ+2¢n+3)(’n+‘2’n+3"‘1213) =(,2 ’n+2'—13’n+3)‘\191u+3—’3 (,,+g),

(b—atplnyy tQ'lil) (l?'ltl =y ’n+1)= (Infan — ’n+1[x) (Inty — a4 lan).
Man kann diesen 7 Gleichungen zugleich dadurch Geniige thun, dass man
Lilnypo=1lnyy, ’2‘n+3=’31n+2a sty = ln-l-ll?n
setzt. Denn das Product aller dieser Relationen ist: tl2=l,.+12, woraus
{y=+ ly41 folgt. Nimmt man das positive Zeichen, also {, =/lnt1, s0
folgt aus der ersten Relation t, =1, 1.9, dann aus der dritten {; =1, 43 ctc.;
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infolge dessen sind auch die anf der rechten Seite obiger Gleichungen
vorkommenden zweiten Factoren gleich Null. Wé&hlt man aber das nega-
tive Zeichen, nimlich {,=— 1,11, so erhilt man ebenso nacheinander:
ly=—1ly42, {3=—1,13 etc., und die erwidhnten Factoren werden auch
jetzt wieder Null. Aber obgleich die genannten Relationen obige Gleicl-
ungen in beiden Fillen identisch erfiillen, so darf man sie doch nicht
als wirklich bestehend ansehen; denn im ersten Falle miisste ¢, = 360°
+ @nt1, 93=360°+ @, 12 etc. sein, d. h. die gegeniiberliegenden Ecken
des Vielecks miissten zusammenfallen, im zweiten Falle aber miisste
p,=360°—q@, 11, @, =360°— g, 2 etc. sein, d. h. die gegeniiberliegen-
den Ecken des Vielecks miissten symmetrisch liegen gegen die Centrale,
was ebenfalls unméoglich ist.

Dem gegeniiber miissen wir uns nach anderen Relationen unter den
{ umsehen, welche obige Gleichungen erfiillen; solche erhdlt man aber
durch Nullsetzen der ersten Factoren auf der rechten Seite der genann-
ten Gleichungen, so dass

htnpr=llnpe=llhy3=.. . =llp=21,
wo A eine Constante bedeutet. In der That gehen dadurch die genann-
ten Gleichungen iiher in:
(b—ar®)(A2—1242) =0,
(b — ad?) (32— t22 132) =,

c(b—ad?) (R — 1,24, 443) = 0;
die zweiten Factoren auf der linken Seite kénnen nicht zugleich Null
sein, weil sonst 12=10% 2=12 L?=12% ... t,_2=1,4® folgen wiirde,
was nicht moglich ist. Man hat daher den ersten Factor auf der rechten
Seite = (0 zu setzen, also -
/b
A=+ ]/ —
- a
damit die Gleichungen vollstindig erfiillt werden. Demzufolge bestehen

fir jedes Vieleck von gerader Seitenzahl die Relationen:

b
6) 112 tﬂ+12 = 1221,, +22 = /32 ln+32 =...= l,,212ﬂ2 = -;'c

Bei der Radicirung hat man das positive Zeichen zu nehmen, wenn die
Kreise » und ¢ sich nicht einechliessen; im andern Falle das negative.
Nun ist die Gleichung einer Diagonale, welche die gegeniiberliegen-
den Eckpunkte von den Parametern & und n <4/ verbindet, nach Gleich-
ung 2): '
@ cost(@r+onii) Fysind(or 4+ Qo) =21y cosy(@r ~ Puyr)

oder, nach {4 und /,4; entwickelt:
7.
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a(l=titagr) + ¥ ettt e) =217 (14 liln 13).
170
Ersetzt man hier #,4; durch —1—]/*’ so erhilt man:

142 ]/(:— b ]/a — ]/b
tﬂ]/a-}-b I/a-}—]/b

Da, wie man sieht, die Gleichungen aller Diagonalen sich nur durch
den Coefficienten von y unterscheiden, so schneiden sich alle in einem
Punkte p, der Kugeloberfliche, dessen Coordinaten

Va=Vb
]/a+]/h

also unabhingig von den ¢ sind. Daraus folgt der Satz:

x4y

7) Y=0 und 2, =21

C. DieVerbindungsbdgen gegeniiberliegender Ecken eines
sphiarischen Vielecks von gerader Seitenzahl, das
einem festen Kreise » eingeschrieben und einem festen
Kreise ¢ umgeschrieben ist, schneiden sich in einem
Punkte, welcher unverindert derselbe bleibt, wenn
man auch das Polygon verschiebt, sobald nur seine
Ecken auf der Peripherie des Kreises » bleiben und
seine Seiten den Kreis ¢ beriihren.*

Wir wollen uns jetzt die Aufgabe stellen: den Schnittpunkt zweier
gegeniiberliegenden Seiten des Vielecks zu finden. Die Gleichung der
Seite k, £ 41 ist:

e(1=titegr) +y (et tegpr) =217 (1+ bl 41),
und die der Seite n4k, n4k41:

(1 —tpgrtugrt) FY (st lngrry) =2gr (L tngrlnprt1).

_ b v

Durch die Substitution {4 4=— L] ]/— und lpgpp)=— —1

9% a 41
geht letatere iiber in:
x(atptpyr—0) —y (e + tg1) ]/Hz 2 lgr (atptrgq+0).

Fiir den Schnittpunkt erhidlt man demnach nach leichter Rechnung:

!/(7—'—1/5 _2719 B lktk+11/(l—1/b
Va—yb (e 4 tep) (Ya—V/b)

Da die Gleichung zwischen « und z die Grossen {4 und %41 nicht
mehr enthilt, so liegen die Schnittpunkte irgend zweier gegeniiberliegen-
den Seiten auf einem und demselben grossten Kreise, dessen Schuittpunkt p,
mit der Centrale der Kreise » und ¢ bestimmt wird durch die Gleichungen:

.

* Fiir ebene Vielecke findet sich, wie schon oben bemerkt, dieser Satz ent-
wickelt bei Durcge a. a. 0. S.183.



Von Dr. STOLL 101
Va +1/b,
]/a-—]/b
Wenn man den Quotienten @,:z, in Gleichung 7) mit {ge, und den
Quotienten a,:z, in Gleichung 8) mit #ge, bezeichnet, so hat man durch
Multiplication:

8) Yo=10 und x,=z,1gr

tge, tge,=1g*r,

woraus man schliesst, dass die Punkte p, und p, den auf der Centrale
liegenden Durchmesser des Kreises » harmonisch theilen, oder dass der
durch p, gehende grisste Kreis in Bezug auf den Punkt p, dieselbe
Rolle spielt, wie in der Ebene die Polare in Bezug auf den Pol; daher
gehen bekanntlich die Beriihrungssehnen aller von irgendwelchen Punkten
dieses Polarkreises an den Kreis r gelegten Tangentenpaare durch den
Pol p,.

Wir konnen ferner noch die Frage aufwerfen, welcher Punkt p der
harmonische Pol des durch p, gehenden grossten Kreises in Bezug auf
den Kreis ¢ sei, oder welcher Punkt » zugleich mit p, den auf der Cen-
trale liegenden Durchmesser des Kreises ¢ harmonisch theile. Nennen
wir den Winkel, den der nach diesem Punkte gerichtete Kugelradius
mit der z-Axe bildet, ¢, so muss demgemdss:

tg(e—9) lg (ey—0) =g
]/a-}-}/l)

s = fP e 19(82—6) 1g7 l/a—{—]/b)—tqd l/rt—[/h)
]/u——]/; ]/a—[/b+lgrlg(f l/u-l-]/b
ist. Es ist aber:
a s1112(7+6)—wn o (lq1+lg6)2(1+lg2g gt (14152 1)(1+lq”6)
b sint(r—0) ~ sin*e  (lyr —lgd) (1 +lg%0) — lg®e (1+14* 1)(1+lg‘d)
oder anders geordnet:
a« (lgr+1tgdP—(1—tgr lgd)? lg?'g'

b (tgr—1gd)? — (1 +tgrigd)iiyie

sein, wo

Dies giebt:

a(tgr — lgd)® — [;(lqr+lg5)2
T W1+ 1gr 9o — b (1—lgr tgd)?
oder, wenn man die Differenzen im Zihler und Nenner der rechten Seite
in Producte zerlegt:
[(tgr—tg8) Va— (tgr +198) ¥/5) [(lgr — tg8) Ya + (tgr+ 19 8) /b5
[+ 5T tgo) Vat (1 —grig0) V5] [(1+1grtgd)/ a—(1~1gr 19 8)//]
durch andere Anordnung der Glieder auf der rechten Seite bekommt
diese Gleichung schliesslich die Gestalt:

e lgr(]/a~—]/h —1gd ]/a+1/b) g 1/a+1/b)—tq§(]/a—-—l/l)
— ]/a+;/b+(J1 lgaq/ ‘a—'b) ]/a—]/b+lg:tg§ ‘/a—}-]/l))

2

lg

ly?o =



L 4

102 Ueber sphansche Vielecke etec.

Der zweite Factor rechts ist, wie oben bemerkt, gleich ty(e,—4d),
also ist:

_r ( ]/a — ]/[) — (Va4 ]/[; d

)/a + ]/b +r tgﬁ(]/u — ]/b)
womit bewiesen ist, dass der Puunkt p mit dem Punkte p,, dem Schnitt-
punkte der Diagonalen, zusammenfillt.

lg(e— . h. ge=1gr.

Die beiden Punkte p, und p, theilen daher sowohl den auf der
Centrale liegenden Durchmesser des Kreises r, als auch den ebenso liegen-
den Durchmesser des Kreises ¢ harmonisch, oder sie sind die Doppel-
punkte der von den Endpunkten dieser Durchmesser auf der Centrale
gebildeten Involution; infolge dessen ist der durch p, gehende grosste
Kreis der Polarkreis des Punktes p, auch in Bezug auf den Kreis o,
oder die Beriihrungssehnen je zweier von irgend einem Puukte dieses
Polarkreises an den Kreis ¢ gelegten Tangenten, folglich auch die Ver-
bindungsbégen der Beriihrungspunkte je zweier gegeniiberliegenden Seiten
schneiden sich in dem Puukte p,, dem nimlichen Punkte also, in dem
sich auch die Verbindungsbigen je zweier gegeniiberliegenden Ecken
schneiden, und zwar findet dies Alles statt unabhéingig von den verschie-
denen Werthen, welche die / annehmen konnen, also auch dann, wenn
man das Vieleck in der oben angegebenen Weise verschiebt. Weil wir

bei unserer Untersuchung jedesmal die Substitution l,,+k-——117 Z
gebrauchten, die nur dann gilt, wenn der Kreis r den Kreis ¢ ein-
schliesst, so sind vorerst die gewonnenen Resultate auch nur in diesem
Falle richtig; wenn aber die Kreise » und ¢ auseinanderliegen, man also
fir t,4x das positive Zeichen wihlen muss, so hat dies nur die Folge,
dass die sphirischen Abscissen der Punkte p, und p, ihre algebraischen
Werthe vertauschen, ohne dass die Eigenschaften dieser Punkte selbst
sich dudern: der innerhalb des Kreises r liegende Doppelpunkt der In-
volution bleibt such jetzt noch Schnittpunkt der Verbindungsbogen je
zweier gegeniiberliegenden Ecken des Vielecks sowohl, als des Vielecks
der Beriihrungspunkte; der ausserhalb liegende bestimmt den grossten
Kreis, auf dem die Schnittpunkte je zweier gegeniiberliegenden Seiten
des Vielecks liegen. Weil aber der gemeinschaftliche Schnittpunkt der
Verbindungsbogen je zweier gegeniiberliegenden Ecken des Vielecks der
Beriihrungspunkte der Punkt p, ist, so miissen nothwendig die Schnitt
punkte je zweier gegeniiberliegenden Seiten des Vielecks der Beriihrungs-
punkte auf dem grossten Kreise liegen, der durch den diesem harmonisch
zugeordneten Punkt, nimlich den Punkt p, bestimmt wird. Das Ge-
sammtergebniss unserer Untersuchung enthilt folgender Satz:

D. Fiir ein sphédrisches Vieleck von gerader Seitenzahl,
das einem festen Kreise » eingeschrieben und einem
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festen Kreise ¢ umgeschrieben ist, sind die Doppel-
punkte der von den Endpunkten der Durchmesser bei-
der Kreise auf der Centrale gebildeten Involution zwei
merkwiirdige Punkte, von denen der erste, innerhalb
des Kreises » liegende die Eigenschaft besitzt, dass
die Verbindungsbtgen je zweier gegeniiberliegenden
Eckpunkte sowohl des Vielecks, als auch des Vielecks
der Beriihrungspunkte durch ihn hindurchgehen, wéh-
rend der zweite, ausserhalb des Kreises r liegende
einen grossten Kreis bestimmt, auf dem die Schnitt-
punkte je zweier gegeniiberliegenden Seiten sowohldes
Vielecks, als des Vielecks der Beriithrungspunkte sich
befinden. Alles dies bleibt unverindert, auch wenn
man das Vieleck so verschiebt, dass seine Eckpunkte
auf dem Kreise » bleiben und seine Seiten fortwdhrend
den Kreis ¢ beriihren,

Wenn in den festen Kreis » ein sphiirisches Vieleck von bestimmter
Seitenzahl eingeschrieben werden soll, dessen Seiten einen andern Kreis
mit dem Radius ¢ beriihren, so muss zwischen den Grossen 7, ¢ und ¢
einc gewissc Relation bestehen, die, wie aus Satz A erhellt, unabhingig
ist von den Werthen der Parameter der Eckpunkte des Vielecks. Man
konnte dieselbe dadurch erhalten, dass man aus den n Gleichungen:

at L2+ bo4 ety ly=1% 412
at? 2+ b+ ctyty =12 + 1,

alt 2t b4 clpty =124 1?
die Gréssen f,, l;, ... I, eliminirte, wodurch man eine Endgleichung be-
kime, die nur noch ¢, enthielte. Wegen der Willkiirlichkeit von ¢ miissten
aber simmtliche Coefficienten dieser Gleichung gleich Null sein, also
einen gemeinschaftlichen Factor besitzeu, der, gleich Null gesetzt, die
fragliche Relation lieferte. Fiir ein Dreieck hat man beispielshalber die
drei Gleichungen:

at2i2 4 b4 ety =12+ 1%

al?t? + b+ clyty=t,* 4 12

at2t® 4+ b4 ety =124 12
Die Elimination von ¢, aus den beiden letzten Gleichungen giebt das
Resultat:
[ac?® — (ab—1)1,2 4 [(ab41)c®— 2(ab—1t,t,+be? — (ab— 122=0.
Schreibt man die erste Gleichung in der Form:

(@t =Dt ctit,+b6—12=0,
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so erhdlt man durch Elimination von #, aus dieser und der vorhergehen-
den Gleichung:

act?— (ab—1)? 0 at?—1 0
(ab+1)c® — 2(ab—1)* act? — (ab—1)? ¢ at?—1 —0
be? — (ab—1)%12 (ab+1)c2—2(eb—1)* b—1t? ¢ -
0 be? — (ab—1)%12 0 b—1t2

Aus dieser Determinante kann man den Factor ¢b—1—¢ ausscheiden;
denn sie wird identisch gleich Null, wenn man ah —1=c¢ setzt, weil
dann zwei Vertikalreihen, nachdem man sie durch ¢? dividirt hat, den
beiden anderen Vertikalreihen gleich werden. Also ist «b—1=rc die
verlangte Relation.

Es wiirde jedoch, wie man an diesem Beispiele sieht, zu sehr un-
erquicklichen Rechnungen fithren, wenn man in dieser Weise auch die
Relationen fiir Vielecke hoherer Seitenzahl entwickeln wollte. Da bietet
nun aber der Satz A ein willkommenes Mittel, um die aufzuwendende
Miihe ganz bedeutend zu verringern. Weil ndmlich darnach die fragliche
Relation bei jeder Lage des Vielecks, d. h, bei jedem Werthe des An-
fangsparameters ¢; gelten muss, so kann man auch dem ¢, den speciel-
len Werth Null geben, wodurch bewirkt wird, dass die iibrigen Ecken
des Vielecks eine symmetrische Lage gegen die Centrale annehmen. Fiir
ein Vieleck von gerader Seitenzahl 2» wird nimlich dann: @,=360°
— @20, ®3=2360°— @3, ... ete. und endlich @,4+1=2360°— @, oder
®n41=180°% und infolge dessen: lhp=—1, f,_1=—1{ ... ete. und
endlich 4, =o0; fiir ein Vieleck von ungerader Seitenzahl 22 41 aber
hat man dann: ¢, ==360°—@2,41, @;=360°— @2, ... etc. und endlich
@Qnt1=2360%— @,42, und infolge dessen: fo, y1=—1, lsa=—1; ... etc.
und endlich f;49=—1#41. Wenn man zunichst in die 22 fiir ein
Vieleck von gerader Seitenzahl geltenden Gleichungen die eben fiir die
t gefundenen Werthe substituirt, so werden die n letzten Gleichungen
identisch mit den 7 ersten und man hat deshalb die » Gleichungen:

b = g
at?t? +b+ ctty = 4,2 + 12
atdt? +b+ oty = 2+

9)
alp? P4 bt claytn=tn_2 4 1%,
\ aly? =

Ebenso erbdlt man fiir ein Vieleck von 27 41 Seiten die n+1 Gleich-
ungen:
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b = 1,2,
a2 2 +bo4+ ctyly,, =624 12
at?t2 404 ctty, =424 7
10) . ) , . .
a tnztn—i— o thp1= 4 tn+12y
| ﬂtn+14 +[)— Cln+12 =2/n+|2.
Aus dicsen beiden Gleichungssystemen kann man noch einen merk-

wiirdigen Schluss ziehen. Substituirt man néimlich aus der crsten der
Gleichungen 9) den Werth von 4 in die zweite, so erhiilt man:

abl®4b+cybly=b+12 oder (ab—1)1, +cyb=0.
Wenn man daher mit f; kurzweg eine Function der beiden Griossen ab
und ¢ bezeichnet, so ist l3=fol/1-1. Dies in die dritte der Gleichungen
9) substituirt, giebt: abf2(24+ b+ cf, ]/5 ly=[f2b+ 12 woraus {, = Vb
= Ch VAR — 40— («bf—1)
2(abf:—1)
tiplicirte Function von a b und ¢ folgt, so dass man setzen kann: {, = f; Vs

dann folgt in der nidmlichen Weise I5=f2]/!; etc.; die letzte Gleich-
ung giebt dann aber abf,_s* =1 ale verlangte Relation, die sich dem-
nach als eine Function der beiden Grossen «¢b und ¢ ausweist. Setzt
man den in der n#mlichen Weise aus der vorletzten der Gleichungen 10)

y d. h. wieder eine mit J4 wul-

gewonnenen Werth von 7,4, nidmlich f,,..:]/a in die letzte, so entsteht:
alb? fot+b—cbfa_2*=2bfa_s% oder nach der Division mit b: ab/f,_»t
+1—cfa—22=2f,_o% als verlangte Relation, die also ebenfalls eine
Function der beiden Gréssen b und ¢ ist. Man kann diese beiden
Resultate in den Satz zusammenfassen:
E. Die fiir irgend ein sphirisches Vieleck von bestimmter
- Seitenzahl, das einem Kreise mit dem Radius » ein-
geschrieben und einem Kreise ¢ umgeschrieben ist,
geltende Relation zwischen 7, ¢ und 0 ist eine Funec-
tion der beiden Gréssen
ab=sz’n(r+6+g) sin(r48—o) sin(r—d+ o) sin(r — 8 —o)

sintg costr

und
e 2(sin®r cos® g — sin?0)

sin?g cos®r
Wenn man von der Kugel zur Ebene iibergeht, so bleibt der eben
geschilderte Bau der Relationen derselbe, nur hat man

(r+3+0)(rdd—p)(r—dFe)lr=d—) 1. ["Fe)=d] [(r—e)—d7%
¢! ¢!
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2(r?—8?)

statt «b und & statt ¢ zu setzen. Nun lisst sich aber das Pro-

duct b fir die Kugel auch auf die Form:
[sin®(r 4 o) — sin®] [sin? (r — @) — sin®§]
e sinfgcestr
__{lsinr cosg + sing cosr|? — sind*{ }[sinr cos o — sing cosr|2 — sin? d}

sinto costr
bringen, weil sin(r =40+ ¢) sin (r — 0 4 ¢) = sin®(r+ ) — sin?d und sin (r+ 6
— ) sin(r—d—g) = sin®(r— ) — sin?d ist. Daraus kann man folgende
Schlussfolgerung ziehen:

F. Die Relation zwischen », ¢ und ¢ fiir ein sphédrisches
Vieleck von bestimmter Seitenzahl ldsst sich aus der
fiir ein ebenes Vieleck derselben Seitenzahl dadurch
ableiten, dass man sind statt d, sinr cosg statt » und
sing cosr statt ¢ setzt. ™

Dieser Satz ist fiir die Herleitung der auf sphirische Vielecke be-

ziiglichen Relationen von grosser Wichtigkeit, weil es in vielen Fillen
leichter ist, die Relationen fiir ebene Vielecke zu finden, wofiir weiter
unten Beispiele vorkommen werden.

Es bleibt uns nur noch iibrig, fiir einige der einfachsten Fiille diese
Relationen wirklich zu entwickeln, und zwar wollen wir mit Vielecken
gerader Seitenzahl den Anfang machen, weil sich fiir diese die Aus-
fiihrung der Rechnung am leichtesten gestaltet.

1. Fiir ein Viereck hat man nach 9) die zwei Gleichungen:
b=1t? und af?=1, woraus sofort:

ab—1=0
oder
- sin(r+ 0+ 9) sin(r+ 90— g) sin(r— 04 o) sin(r— 08 — o) = sint o costr **
als verlangte Relation folgt. Fiir die Ebene geht dieselbe tiber in:

(r+d+e)(r+d—o)(r—d+e)(r—d—0)=0¢*
(P —¢®)?—28(r'+ oY) + 8 =¢".

oder

Dies giebt:

B =ri4 o + o)/4ri4 ¢,
wo das obere Zeichen fiir den Fall gilt, dass der Kreis o ausserhalb des
Kreises r liegt, das untere fiir den Fall, dass der Kreis » den Kreis o

* In etwas anderer Form findet sich dieser Satz, durch Vergleichung der
Werthe der Invarianten o, &', ® und @’ fiir die Ebene und die Kugel abgeleitet,
bei Salmon-Fiedler, Analyt. Geometrie des Raumes 12, S. 316.

*# (Genau in derselben Gestalt, aber ohne Beweis giebt Steiner diese Rela-
tion Gesammelte Werke I, 159, wo er auch die Relationen fiir das ebene Drei-,
Vier-, Fiinf-, Sechs- und Achteck mittheilt,
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cinschliesst. Umgekehrt leitet man daraus durch Anwendung des Satzes
F fiir das sphirische Viereck folgende Form der Relation her:

sin? = sin®r cos®g + sing cos®r + sing cosr /4 sinr cos? g 4 sin®g cos’r.

2. Fiir ein Sechseck gelten die drei Gleichungen:
b=102 attP4+b4elt,=12412 atl=1,
woraus nach leichter Rechnung die Relation (b —1)2=c2 b folgt, d. h.:

[sin(r=0+0) sin(r+ 06 —g) sin(p— 0+ @) sin(r— §— g) — sin*g cos*r]?
= 4(sin*r cos*g — sin® ) sin (r 4 0+ o) sin (r+ 0~ ) sin(r— 0+ g) sin(r— 8 — o).

3. Fiir ein Achteck erhilt man aus den vier Gleichungen:
b=1? al 1+ b4 cloty=10241t2 at2t2+b4ctyt,=02+172 ati=1
chenso leicht die Relation:

(ab—1)=ctab,

4. Was das Zehneck betrifft, so kinnte es scheinen, dass die Re-
lation fiir dasselbe (¢b—1) = c%ab heissen miisse, weil man fiir das
Viereck (ab—1)°=¢c"ab, fiir das Sechseck (ab—1)2=c%ab, fiiv das
Achteck (ab—1)'==c*ab hat; aber dieser Analogieschluss ist falsch, wie
aus der folgenden Darstellung hervorgeht. Von den fiinf Gleichungen:

b=10% altP+b+clyt;=12412,
alti b+ ctyt, =12+ 12
atMtE4 b+ et =242 atl=1
giebt ndmlich zunichst die zweite und vierte mit Hilfe der ersten und
fiinften:
(ab—1)tz4+ cYb=10 und cyat,4+ab—1=0.
Durch Substitution der daraus gewonnenen Werthe von f4 und ¢ in die
dritte Gleichung erhilt man:
2abc®(ab—1)2 4 3(ab—1)pab=abect 4 (ab—1)*
oder anders geordnet: -
3ab—12Yab=[(ah—1)* — c?ab]? — ¢* ab(ab—1).
Durch Quadriren geht diese Gleichung iiber in:
SSlab—1)ab=[(ab—1)2—cab*—2c*ab(ab—1)[(ab—1)2 — 2 ab]?
+ 8 a2b%(ab —1)?
oder, wenn man das Glied links auf die rechte Seite bringt:
0=[(ab—1)2—c?ab]{[(«b—1—c®ab]®— 2ct ab(ab—1)[(ab—1)*—cab)
, — S ab(ab—1)%.

Wie man sieht, lidsst sich der Factor (ab—1)?— c?ab, welcher dem
Zehneck fremd ist, weil er, gleich Null gesetzt, die Relation fiir das
Sechseck liefert, ausscheiden, und die Relation fiir das Zehneck nimmt
demnach die Gestalt an:

(ab—1)2—cab]®*=2c'ab(ab—1)[(ab—1)2—c2ab] + cSablab—1)%
)L )



108 Ueber sphiirische Vielecke ete.

A R A A A R A A S A A A R R A A A A A A AR R B et PPV P P PPN

Indem man die linke Seite in die zwei Posten (¢b—1)?[(ab—1)2—c?ab]?

—cZab[(ab—1)2—c?ab]? zerlegt und den zweiten auf die rechte Seite

bringt, erhilt diese Gleichung die bequemere Form:
(ab—1)2[(ab—1)2—cabPP=c?ab[(ab—1)2— %)

wodurch durch Radicirung die zwei Relationen:

(ab—1)[(ab—1)2 —cab] = + c[(ab—1)2—c2] Y ab
entspringen, von denen die erste fiir den Fall gilt, dass der Kreis » den
Kreis ¢ einschliesst, die zweite, mit dem negativen Zeichen rechts, fiir
den Fall, dass die Kreise » und o auseinanderliegen.

5, Endlich wollen wir noch die Relation fiir ein Zwolfeck ent-
wickeln. Aus der ersten und zweiten, vorletzten und letzten der hierzu
dienenden Gleichungen erhilt man wieder wie oben:

(ab—1)t34+¢cp)b=0 und c]/;t5+ab—1=0,
wodurch die beiden mittelsten Gleichungen iibergehen in:

[ab—1)2 —c2ab] 12+ 2Yb (ab—1) t, + b[c2—(ab—1)2] =0,

ale?— (ab—1)2] 2+ 2V a(ab—1)4, + [(ab—1)2— 2 ab] = 0.

Als Resultante dieser beiden Gleichungen findet man nach den bekann-
ten Methoden:
(ab—1)2[(ab—1)2 — 2y ab]{[(eb—12 42}/ ab]t — ct(14 Y ab) Y ab} = 0.
Die beiden ersten quadratischen Factoren sind dem Zwélfeck . fremd,
denn sie gelten fiir das Viereck und Achteck. HKs bleiben somit als
Relationen fiir das Zwélfeck, wenn man entwickelt und neu ordnet:
(ab—1)* —ctab=+ c*[c2(ab+1) — 2(ab—1)*] Y ub,
von denen die erste, mit dem positiven Zeichen, wiederum fiir den Fall
gilt, dass der Kreis » den Kreis ¢ einschliesst, die zweite fiir den Fall,
dass beide Kreise auseinanderliegen.

Die Relationen fiir Vielecke ungerader Seitenzahl folgen ebenso

leicht aus den Gleichungen 10), und zwar hat man

1. fiir das Dreieck =42 und aty®+ b —cf,? =242 Daraus findet

man sofort nach Ausscheidung des Factors b:
ab—1=c,
d. h.
sin(r4d+ ) sin(r +8—g) sin(r—d+g) sin(r—d— o)
= sing cos®r [sin® g cosr + 2 sin?r cos?g — 2 sin%),
Fiir die Ebene geht diese Relation iiber in: .
(r2—0%)? — 202 (34 %) + 0% = ot + 2%(rt— §?)
oder
01— 2720241t —4r292=0,

Dies giebt aber die bekannte Euler’sche Relation d2=7r% 4 2rg, folg-
lich nach Satz F fiir das sphérische Dreieck:
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sin?§ = sinr cosg(sinr cosg + 2 sing cosr)*
oder in anderer Form:

sintp cos?’r =sin(r + ¢ + 9) sin(r + ¢ —9).

2. Das Fiinfeck erfordert die Gleichungen:
b=1> at2t24+b+ctyty=1024142 att4b—ct?=242
Die erste und zweite Gleichung geben (ab—1)4 + c]/l-)= 0, wodurch die
dritte Gleichung nach Ausscheidung des Factors b iibergeht in:
abct 4 (ab—1) = c?(c+2)(ab—1)%
Wenn man derselben die Form giebt:
[(ab—=12—c?2=c3(ab—1)[ab—1—¢c], 2
so kann man den Factor ab —1—c, welcher dem Dreieck angehort, hier
also fremd ist, ausscheiden und erhilt so endlich
[ab—14c]?[ab—1—c] =c*(ab—1).

Fiir das ebene Fiinfeck kann man sich mit Vortheil der folgenden
Reduction bedienen. Man setze (r4+6):9=«a, (r—d):o=f, so ist
a=ct—1, b=p—1, c=2af, ab—1=0a?f%—o®— 2, was wir kurz-
weg mit 4 bezeichnen wollen, Die Gleichung (ab—1)*—¢c%(c 4 2)(ab — 1)
4 abet =0 geht dann iiber in 4*—8a?B%(«f+1) 4%+ 164 f*(a®—1)(B2-1).
Dies giebt aber 42=4c?*[af+1 + («+f), also entweder

(*f— o — 2R =4*F(«+1)(B+1)

(@ —o®— ) =4 («—1)(B—1).

Die erste dieser Gleichungen ist durch «fi+ «+f theilbar, die zweite
durch «f—«—@; dufch Ausfiibrung der Divisionen bekommt man fiir
das ebene Fiinfeck die zwei Relationen:

@+ 2 — o’ =af(a+p)(«+1)(f+1),

o+ — o =af(a+p)(«—1)(B—1),**
von denen die erste gilt, wenn die Kreise » und ¢ sich schneiden, die
zweite, wenn der Kreis ¢ vom Kreise » eingeschlossen wird. Nach Wie-
dereinfiilhrung der Werthe von ¢ und § und durch Anwendung des Satzes
I erhalten die Relationen ihre Ausdehnung auf die Kugél.

oder

3. Der Einfachheit halber wollen wir gleich von vornherein das
ebene Siebeneck betrachten und dabei die nédmlichen Bezeichnungen
beibehalten, wie in der vorigen Nummer. Man hat auszugehen von den
Gleichungen:

* In etwas anderer Form steht diese Relation bei Salmon-Fiedler a. a. O.
S, 316.

** Vergl. damit die Form dieser Relation bei Durtge a. a. 0. S. 186; durch
Rationalisiren und Aussclieidung des fremden Factors » + d +¢ kann man derselben
die obige symmetrische Gestalt geben:
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b=12 at2t24b+clty=10+13 aldii4bteyt =147

alt4b—ct2=212 B

Aus der ersten und zweiten Gleichung ergiebt sich A1, = —2afy/ B —1,
aus der letzten Gleichung aber erhdlt man ‘entweder («—1)(f=p+1
oder (a41)(2=p~—1. Nehmen wir zuniichst den ersten Werth, so wird
die dritte Gleichung, nachdem man die Nenner weggebracht und mit
dem fremden Factor 41 dividirt bat:

4(a?=1) (= 1) f + (@—1)(B—1) #* — 4*F Y/ (a— 1) (B—1)

=42 (a—1)(f—1)+ 42
oder, wenn man beriicksichtigt, dass (¢ —1)(f2—1)=1— 4 ist:
42821 — )+ (ef —a—B) A2 — 422 (aff—a—f+1)
' =424 («—1)(B—1).

Dies giebt nach der Reduction:

(42— 4a2f2) (ef—a—f) —4e?Fd=4a2f4) («—1)(f—1).
Erhebt man jetzt ins Quadrat, so fillt rechts und links das Glied 16 «* 4 4%
fort, und nach Weghebung des fremden Factors «f8 —a —f bleibt nur
noch:

(42— 402B2)? (af— a— B) — 8a? B A (42— 462p?) = 16 o4 4 42
oder in einer mehr symmetriéchen Form

(£ — 4P« —1)(—1) = (42 £+ £ — 4 )",
Diese Entwickelung gilt fiir den Fall, dass der Kreis  den Kreis ¢ ein-
schliesst. Hitte man aber den andern Werth von #, aus («+1)¢2=p—1
genommen und gerade so gerechnet, so hitte man als Relation fiir den
Fall, dass beide Kreise sich schneiden, erhalten:
(A2—4e2P22 (a4 1)(f+1)= (4?5 422+ A2 — 4 o2 7).
Dabei wiiren die Factoren $#—1 und ¢+ « 4 8 weggefallen; das Product
des bei der ersten Relation ausgeschiedenen Factors off —a— f mit «f
4«43 giebt aber o8 — (¢4 )% was annullirt die Relation fiir das
Dreieck ist, ein Beweis, dass wir das Recht hatten, diese beiden Facto-
ren wegzuwerfen. )



