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Neue Beitrige zum Problem des Apollonius.

Eine Kugel, welche vier gegebene Kugeln zugleich beriihrt, hat bekanntlich
Gergonne in eleganter Weise zu construiren gelehrt; nicht weniger elegant ist
die Construction, welche A. Miquel im 11. Bande des Journal de; mathématiques
par Liouville 1846 pag. 75 von der Kugel gegeben hat, welehe vier gegebene Kugeln,
jede unter einem gegebenen Winkel, schneidet.  Deide Geometer bedienen sich
der svnthetischen Methode. Obschon nun bei Anwendung der auf diesem Wege
von ihnen gefundenen Constructionen in jedem einzelnen Falle sofort die Moglich-
keit oder Unmoglichkeit der Losung der Aufeabe sichtbar wird, so kann man
doch nicht erkennen, inwicfern die Moglichkeit und Modalitiit der Losung von der
Lage und Grosse der gegebenen Kugeln iiberhaupt abhiingig sei. Ich habe im
Band VI. der Mathematischen Ammalen pag. 613 632 versucht, diese Liicke fiir die
entsprechende Aufgabe in der Ebene auszufiillen ; dasselbe fiir vier Kugeln im Raum
zu leisten, ist das Ziel der folzenden Untersuchung. Ich werde mich dabei darauf
beschriinken, die Aufgabe in folgender FForm zu lésen und zu discutiren:

Es soll eine Kugel gefunden werden, welche jede von vier gegebeneu Kugeln
ks by Iy ke, unter demselben Winkel o schneidet.  Dabei verstehen wir unter
dem Schnittwinkel o den Winkel, welchen die ungleich gerichteten Normalen auf
zwei in einem Punkte des Schnittkreises zweier Kugeln an dieselben gelegten
Tangentialebenen mit einander bilden. Wenn man den Mittelpunkt von £, zum
Anfangspunkte rechtwinkliger Coordinaten macht, die Mittelpunktscoordinaten von
ks Ky kb, beziiglich mit e, 3,, 7,. @, By 75 @ B4y 75 und die Radien der vier
Kugeln nach einander mit »,. »,, »,, », bezeichnet, so sind die Gleichungen der
vier Kugeln:

1) ’/‘.f + 2,'.£= r '.'

.2) Na —((\ +1l/— 7’ 'ty +( )
N (—ea)+y—35)+E—7p)
4) (@ e)'+@- 8) +(z—7)
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und die Gleichung der gesuchten Schnittkugel mit dem Radius » und den Mittel-
coordinaten «, 8, 7;

5) (e—a)+ly=p'+(e=7)"=7
Die Gleichungen der Tangentialebenen, welche man in einem Punkte 2/, %, &/,

des Kreisschnitts der beiden Kugeln 2 und 5 an dieselben gelegt hat, heissen

(@ — ) (z—ea,)+ (' — B) (¥ — )+ (& —7,) (e —7.) =1,

@ —a)@—a)+ @y — By —B+E — 1) — =15
wihrend zugleich noch die Gleichungen 2 und 5 gelten, wenn man in ihnen z, y, 2
durch z¢, o', 2* ersetzt. Der Winkel, welchen die beiden Tangentialebenen, be-
ziiglich der Winkel, welchen die in ihrem gemeinschaftlichen Beriihrungspunkte
auf ihnen errichteten Senkrechten mit einander bilden, wird bestimmt durch die
Gleichung
@ —a)@ =)+ (=3 D+ =) &= 7)

CoS w = 4

Der Nemner des Bruchs auf der rechten Seite ist vermége der Gleichungen
9 und 5 gleich »7,; addirt man die eben genannten Gleichungen und vergleicht
dss Resultat mit dem Zihler, so reducirt sich derselbe in der Art. dass man
erhilt:
rtn'—le—a)+@ =80+ —n)]

2ry,

Das erhaltene Resultat ist insofern unbestimmt, als je nach der Wahl des
positiven oder negativen Zeichens diese Gleichung entweder die Bedingung aus-
driickt, welche erfiillt sein muss, damit sich die beiden Kugeln unter dem Winkel @
schneiden, oder die Bedingung, dass sie sich unter dem Supplementwinkel von
schneiden; hiernach lauten die Bedingungen dafiir, dass die Kugeln 1—4 von der
Kugel 5 entweder alle unter dem Winkel @ oder alle unter dem Supplement-
winkel von o geschnitten werden:

6) e+ 3+ =r'+r’+2rr cosw

N(e—a)+@B—8)+@F —7)=r+nr"+2rr,c80
8) (@ — )’ +(B— ) +(y — 7, =147} £ 277, 08 0
9) (¢ — )+ @B —B)'+(y—r)'=r"+r£2rr coso.

Macht man in diesen Gleichungen o = 0, also cos @ ==1, so stellen sie die
Bedingungen dar, unter welchen die vier Kugeln 1—4 von der Kugel 5 aus-
schliessend oder einschliessend berithrt werden und zwar gilt das obere
positive Zeichen auf der rechten Seite fiir die ausschliessende, das untere negative
fiir die einschliessende Beriithrung.

Um aus diesen Gleichungen «, 2, ¥ und » zu bestimmen. ziche man 7, 8, 9
nacheinander von 6 ab, wodurch man erhilt:

Qaa,+288, +27r. =, '+ 8, +7. +r — ' E£2r(r,—r)cos 0 =
“22 + r—"’zz + 722 B ('.1 o K_,)?i-_ 2 ()'1 e ‘).2) (" COs @ + 7"),

COS w = +
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Qaa,+285,+21r. =0 +B + 1. +r'—r L 2r(r, —1,)c80=
&+ 3,y — (o, — ) 2 2(r, — 1) cos o £ 1),
Qaa, +28B,+27r. =43 4y +r —r £2r(r, —r)c50=
e’ +3 =y —r ) £20, —r)(rcosw £ r,).
Die Abkiurzungen
10) «,* + 3,7+ 7," — (r, — 1y)* =d,,,
11) a2+ 3,2+ 7," — (ry — 1) =d,,
12) e+ 8, + e (g —4%,)" =duv
13) reoso+r, =Y,
14) reos o —r, = 2,
filren diese Gleichungen in folgende iiber:
15) 2aa, +288, +277y,=d, +2(r, —r,) Yoderd,, —2(r, — r,) Z,
16) 2, +28 8, +2yy, =d, +2(r, —r,) Yoderd,, —2(r, —r,) Z,
17) 2 e, +288,+ 277, =d  +2(r, — 1) Yoderd,, — 2 (r, —1,) Z.
Setzt man wiederum zur i\bkiirzung

| (lm I Al"z; i(‘z dlz 7/2% !“2 B dlz !
s' dm P)s 73{211’ 1ty dm 71:B7 0ty r'}a dxs I:C’ |
([u ch 7'4‘ e (]14 74l «, “7'4 JH g“z ﬁz 12!
13) J ‘ leeg By 75— E 23
P2, 8. T —r, 7y 1, 3, %l za4 4 7’4j
I"l — 13037, =4, lar =y =B, E"a o= ¢,
S f)’-l 7s Ty T &, 134 Yoy

so erhiilt man aus diesen 3, beziiglich 6 Gleichungen fiir den Schnitt unter dem
Winkel w:

B+2B Y . . CH20F

1)’ y 2y = —1) )
und fiir den Schnitt unter dem Supplementwinkel von w:
A—24 7 .. B—-2B'Z CcC—207

B LA o e e

Nun kann man der Gleichung 6 die Form geben:
A+ + =Y +(Y—r)tg*w;
die Substitution der eben gefundenen Werthe in diese Gleichung gibt fiir den
Schnittwinkel @, wenn man
21) A+ B+ CP—D*=1h, A+ B +CP=pn, AA'+ BB +CC' =
setzt:

» 20=

20) 2=

2)4 2 Y +4v Y+u—4D(Y — r)tg’ 0 =0,

. oder geordnet:

4 Y A—Dtg*w)+4 Y(v+2r, D*tg’w)+u—4r*D*tg’w =0.
1%
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Ebenso findet man fiir den Schnittwinkel 180 — w:
WY LA —dv Z+u— 4D (Z+r)tgm=0,
oder geordnet:
478 —D*tgPw)— 4 Z(v+2r, Dt o)+ — 40, D tg 0 =0.

Damit ist die Aiifecabe gelost; denn die letzten Gleichungen liefern ¥ und
Z & h. rcos e +r, und rcos @ — 7, also auch » durch lauter hekannte Grossen
ausgedriickt und die Gleichungen 19 und 20 die zugehdrigen «, 3 und 7. Die
Gleichungen 19 und 20 lehwen iiberdies, dass die «, 3, 7 reell sind, xobald reelle
Werthe fiir Y und Z gefunden werden, aber complex, wenn Y} und Z complex
sind. Y und Z sind ferner immer zu gleicher Zeit reell oder complex: denn die
Gleichungen 22 und 23 haben dieselbe Diseriminante.  Endlich sind Y und Z
immer von demselben absoluten Werth, aber von entgegengesetztem Zeichen, wie
ein Blick anf die Gleichungen 22 und 23 lehrt: desswegen sind aber auch die
aus diesen Gleichungen hervorgehenden Werthe von # entgegenzesetzt gleich.
Gibt also die Gleichung 22, unter der Voraussetzang reeller Wurzein. zwei positive
Werthe fiir », so gibt die Gleichung 23 zwei nggative von derselben absoluten
Grosse; gibt die crste ein positives und ein negatives 7, s0 gibt die zweite ein
negatives und ein positives » von beziiglich derselben Grisse, und gibt endlich
die erste Gleichung zwei negative », so lictert die zweite zwei positive r. Nun
muss #, als geometrische Grosse betrachtet, im Allgemeinen einen positiven
Werth haben, und nur, wo entgegengesetzte Lagenverhiltnisse in
Betracht kommen, hat ein negativer Werth desselben einen geometrisch deutbaren
Sinn. Desshalh gibt es unter der Voraussetzung, die Wurzeln der Gleichungen
99 und 23 seien reell, entweder zwei Schnittkugeln, welche die gegebenen Kugeln
unter dem Winkel @ schneiden, oder eine Schnittkugel, die sie unter dem Winkel o
und eine andere, die sie unter dem Winkel 180" — @, oder zwei Schnittkugein.
dic sie unter dem Winkel 180° — o schneiden. Schnittkugeln, die entweder beide
aus einer der Gleichungen 22 und 23, oder die cine aus dieser, die andere aus
jener Gleichung bestimmt werden, nennt man conjugirte Sclmittkugeh.

Ausser der bisher betrachteten Lage der zwei conjugirten Schuittkugeln gibt
es noch 7 verschiedene Lagen derselben. Entweder uiimlich schneidet die Schuitt-
kugel drei der gegebenen Kugeln unter dem Winkel @ und eine Kugel unter dem
Winkel 180° — @, oder sie schneidet drei unter dem Winkel 180" — o und eine
unter dem Winkel @; dies gibt 4 Fille, welche man analytisch dadurch charac-
terisiren kann, dass man in unseren Formeln nacheinander »,. r,, 7, r, mit dem
negativen Zeichen versieht. Die Schnittkugel kamn endlich zwei der gegebenen
Kugeln unter dem Winkel o, die andern unter dem Winkel 130" — o schneiden,
was die ibrigen 3 Fille liefert, fiir welche man »,. », oder r,, r, oder r, 7,
negativ setzen muss. In allen diesen Féllen erhilt man nach Durchfithrung der
Rechnung in einer der oben gegebenen analogen Weise zum Schluss zwei Gleichungen



5
von derselben Form wie die Gleichungen 22 und 23, auf welche man die namlichen
Schliisse wic auf diese anwenden kann.  Wir werden desshalb im Folgenden immer
das erste Paar conjugirter Kugeln der Betrachtung zu Grunde legen, weil fir die
iihrigen 7 Paare sich Alles analog gestaltet.

Ein specieller IFall ist hier vor andern zu betrachten, fir welchen sich der
Radius der Schnittkugel in ecinem cinfachen Ausdrucke geben ldsst.,  Ist nidmlich
o = 90°, so fallen die beiden conjugirten Schnittkugeln in eine zusammen, die
sich selbst conjugirt ist; es ist dic sogenannte Orthogonalkugel. Die
Gleichungen 19 gehen fiir diesen Fall tiber in:

G AEREA o BARKE o C¥2H €
B < n "= D

Nun schneiden sich bekanntlich die 6 Potenzebenen der 4 Kugeln in einem
Punkte, dem Potenzpunkte; die Gleichungen der 3 ersten derselben, welche
man erhilt, indem man von 1 nacheinander 2, 3, 4 abzieht, heissen:

Qa, x+28,y+27,2=d, +2r (r, —1,),

2 <y x+2 .‘7’ 7/+-‘H'5_‘dn' -')1('1_]'3‘)3

‘2“4 ""+2P4J+‘274"’—(71-|+-‘r1 (rl' ry)s
und man findet leicht, dass sic dureb die oben gegebenen Mittelpunktscoordinaten
befriedigt werden: daher fallt der Mittelpunkt der Orthogonalkugel mit dem
Potenzpunkt zusammen. Substituirt man ferner diese Coordinaten in die Gleichung
6, welche jetzt die Form hat

o’y Bt pi== rh
so crhiilt man nach leichter Rechnung, wenn man jetzt den Radius der Orthogonal-
kugel mit ¢ bezeichnet:
24) 4 D*p* =47, (A°+ B+ (" — D) +4r (AL + BB+ CC)+ A*+ B*+ C* =
=4rltdr v+
Dem Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung kann man die Form
einer Determinante geben.  Mit Riicksicht auf die oben gegebenen Bedeutungen
der darin vorkommenden Buchstaben niamlich, und wenn wir ferner zur Abkiirzung
setzen:

‘ ‘“22 +: ﬂzz +r, =k, ey g+ 8y B+ 7, 1= l,
25) D oet 48 =0 @, @, 3, BTy, 7 =00
[ (¢2+,‘f42’+742=/&”, ot Pt T =N
erhialt man nach Baltzer Det. §. 5, 2.:

, 10 0 0
\d,, k+d,,* l+d,,d, mtd,d,,
rliJ Hd,d,, F+d,* nt+dd,

J |(l“‘ '”+(Zi'-'(]l4 ”+(l|:; 14 7"'“'}'(‘[]4

Vhdy Ld A, myd,d
A+BHC+ D = |14d,,d,, k' +d,,’ )e+d”d,,

L
1”""'[1‘;'114 ”+(lxs({x +’{l4 i
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Multiplicirt man in der letzten Determinante die erste Vertikalreihe nach-
einander mit d,,, d,,, d,, und zieht sie in dersclben Ordnung von der zweiten,
dritten und vierten Vertikalreihe ab, so kommt:

‘1 —d, —d, —d,,| 1 00 0
| ! | i
5, Sy s \dy ok l mo o s d, k1 mi
A B+ P+ D= )" ; Jand weil D* = | ¥ ,
;11,3 / k w | dy, 1k n
iy om n k dyy om n b
ist, so hat man:
; () dl'l dII! (Iléi
dy, kU wm
26) A*+ B+ CP=p=—| " .
) AT+ B+ =y ]arll3 L n
dyy m o K
Ganz in derselben Weise erhillt man
0 % T e R
A4 B 40P =— 11T By // %
L — l k n
|r,—7, m n I
'; 1 ry—"r Yo 1y TV,
. 5 . S5IE .« JTE . ro--r, ok l n
daher 27) A+ B4+ D' =)= . ,
T { k "
ir,—r, m n K
[0 d,, d, d, 1
. ; o, =, k l "
und endlich 28) AA+ BB+ (/= — : 7 .
Py — s l I noo
¥ =T, n n B

Mit diesen Werthen geht obize Gleichung fiir den Radius der Orthogonal-
kugel iiber in:

1 v—r, 01, 1,7, 0 dydgdy, 0 d.d,.,d,
|
LD o IR I l n oy T EoLom ‘(11: I bom
44)° 0" =—4r" ) —&r . [ —
A R R L no Cp—er, Uk T, U
ey m e ﬂl‘""f mon l‘“ oo kY
] 2 |
‘ dr? 2n0,—r) 2 0n—r,) 2 (=) 0 d, d, d, :
l.’ r(r,—nr,) L l o) | (20— kL om
= j'-’";("x—":) l k! n | TA2n 0y LK ' -
| 27,(ry r,) n n k' L 2nmr) omow k”'l



=1

lod,d,d,

dy, Ix l w | \d, & 1 m
— B l k! n S 7 A A
id“ m n I d , d, m n I
|4 dy 2 () dt 2 () d 420, (r—r) |
27, (r, - 1) k l m ‘
T 20, (r—1,) l r n -
27, (r,—1,) m n kY |

| '

L 0 d,+2r,(r,— 1,) dy3+2r,(r(—2,) d +27,(r,(—r,)|

d,, k l m
T ldy, l I n B
|d,, m n kv i

! 4r’ A4 2r,(r;—r,) dyy 420 (r)—r,) d 4 27,(r, —7'4)!

_ }(Lﬁ 27, (r,—1,) k l o @
|d, s+ 27, (r,—1;) l g n e
\d, o+ 27, (r, 1) n n 1 4

|

Die Grossen d,,+2» (r, —#,), dy+22 (0, — 1), d 427 (r, —2,), welche
in dieser Determinante vorkommen, lassen sich auch schreiben: £+9,%—2,%
EAr, —r7, k“+4r°—r>. woraus hervorgeht, dass in dem Ausdruck fiir den
Radius der Orthogonalkugel bloss die Mittelpunktscoordinaten der vier gegebenen
Kugeln und die Quadrate ihrer Radien vorkommen. Derselbe bleibt deshalh un-
veriandert, welches Zeichen man auch diesen Radien geben mag; es lisst sich
leicht zeigen, dass auch die Mittelpunktscoordinaten unveriindert bleiben. wenn
man in den 4, B. C, A, B‘. (/ die nidmlichen Zeicheninderungen vornimmt.
Daraus folgt aber, dass es im Falle eings orthogonalen Schnittes
statt der 8 Paare conjugirter Schnittkugeln nur eine einzige
sich selbst conjugirte, nimlich eben die Orthogonalkugel, gibt.

Indem wir jetzt zum allgemeinen Falle zuriickkehren, wollen wir zuerst die
Gleichungen der conjugirten Schnittkugeln entwickeln. Die Gleichung einer Schnitt-
kugel des ersten Paars heisst nach Ausweis der Gleichungen 19:

A+24° Y\ B+2DB'Y\* C+20'Y\*
e=tap—) *=""Ta) #le=~5p)
oder entwickelt:

4D (2P +y’+2) —4 DA+ By+Cez+r*D)—8D(Ae+B'y+Cz+r,D)+
+ut+drv Y+ 44Y? 4D (Y —r)'tg*w=0.

= (Y—rl)z (1+tg2(ﬂ),
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Die vier letzten Glieder sind nach Gleichung 22 gleich Null, und man hat daher:
D(*+y’+2") —(Azx+ By+ Ce+r,’ D)

QA2+ By+(C2—r D)
Aus Gleichung 22 ergibt sich aber:

Y=

Y — — (w4 2hr)+ V" —/;l+4])“u t“ W
2(L—Dtg* o) v

Daher sind die Gl('i(thung(‘,n der beiden conjugirten Schuittkugeln:

—(V{Z/7)+V1 /u+4f) (ftg_rlm
2 (4 — ]) I“ )
D(J; + y* +§ ~—(A4 1;’1/+(' ;D)

QAT+ B y+Cz—r, D) — Mo
welche sich auch in folgende Iform brmf:en lassen:
———(1' - /7)+Vz ——/u-*—i])4 m e ,
T - (A'x+ B ('z—r D)=
(L—D'tgw) D Sl b "1 &)
_ A+ . A’)- B+_) BN (. CA29 O
— (e LAY (B EY (- O3

Der Ausdruck auf der rechten Seite, gleich Null gesetzt, ist die Gleichung
der Orthogonalkugel, und der Ausdruck 4‘z+ B‘y+ €'z — r, D, gleich Null ge-
setzt, die (leichung derjenigen Aehnlichkeitsebene der 4 Kugeln, auf welcher die
6 dusseren Aehnlichkeitspunkte liegen, wie man leicht erkennt, wenn man aus
den Coordinaten dreier der 6 Aehnlichkeitspunkte:

i D _nb , _ hh
12 r, 7, s J1a r, —r, 1y *12 r —1,

r = 71 o, —_ 7y f'}u P WTI j:ur_
18, T vy Mg T T Fy .'__,).

7 7y Yy ’1} 3

. = _Tlﬁ_ v Y= _‘rl_’g'!_m 2, = __’.1l4~
14 14 . IR ERLA T BT T

Yy Yo " ry

die Bedingung bildet, dass sie auf einer Ebene liegen, nimlich:

lz y = r, ;
s By T M
0= % P2 7 |~—A’T+]"1/+(”z——r])
[, 9 7 e
i |
¥ Ij; Yo 10

Die beiden conjugirten Kugeln haben also mit der Orthogonal-
kugel diese dussere Aehnlichkeitsebene zur gemeinschaftlichen
Potenzebene und ihre Mittelpunkte liegen aufl der Senkrechten,
welche man vom Mittelpunkte dieser letzteren Kugel, d. h. vom
Potenzpunkt, auf diese Ebene gefillt hat. Die Schnittpunkte dieser
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Kugeln mit dieser Senkrechten bestimmen auf derselben ein Punktsystem, dessen
Mittelpunkt der Fusspunkt dieser Senkrechten und dessen Potenz gleich 52— ¢®
ist, wo unter I die Entfernung des Potenzpunktes von der Aehmlichkeitsehene zu
verstehen ist, welche man aus den Coordinaten dieses Punktes und der Gleichung
der letzteren findet zu:

2D Vi +])

Aber auch die Mittelpunkte der Paare conjugirter Kugeln bilden
ein Panktsystem, dessen einer Doppelpunkt der Potenzpankt und
dessen anderer der Pol der Acehnlichkeitsebene in Bezuge auf die
Orthogonalkugel ist. Die Euntfernung des Mittelpunkts einer der conjugirten
Schnittkugeln von der Aehnlichkeitsebene findet sich niimlich aus Gleichung 30:

v+2/',). l//+])' —(;+)/)1)+Vv~/l(+4]_)‘t' te? .:

2DVi+ D D 27— D te*m)
oder nach 22 und 31
/ /1.
L+l Z +1 ‘cosw ound K+ l : J]r)-/—) Cos o,

wo 7 und » die Radien (1(‘1' beiden conjugirten Schnittkugeln bedeuten. Die Ent-
fernungen der beziiglichen Mittelpunkte vom Potenzpunkt verhalten sich also wie
die Radien # and 2, welche mit ihrven andern Endpunkten in einem Punkte der
Aehnlichkeitsebene zusammenstossen. Legt man deshalb eine Ebene durch den
Potenzpunkt senkrecht auf dic Aehnlichkeitsebene. so entwerfen auf ihr die Radien
aller conjugirten Kugeln ein ¢leichseitiges hyvperbolisches Biischel, dessen
Strahlen mit dem Radius der Orthogonalkugel eleiche Winkel hilden. Wenn die
Orthogonalkugel die Achnlichkeitsebene nicht schueidet. oder wenn il Radius
imaginir wird, so sind auch die Strahlen dieses Biischels imaginir. withrend die
Involution der Mittelpunkte reell bleibt.  Dass der andere auf dem ersten senkrecht
stehende Doppelstrahl die Verbindungslinie der Mittelpunkte in dem ol der Aelm-
lichkeitsebene in Bezug auf dic Orthogonalkugel trefien muss, ergibt sich leicht.

Es ist ferner leicht zu zeigen, dass die iibrigen sichen Paare conjugirter
Kugeln mit der Orthogonalkugel je cine der sichen Aehnlichkeitsebenen zur ge-
meinschaftlichen Potenzehene haben., und zwar gehért, wenn man den dusseren
Aehnlichkeitspunkt zweier Kugeln L, k. durch A, und den inmeren durch ...
bezeichnet

zum 2'* Paare die Aehnlichkeitsebene. auf welcher A,;, 4,,, 4,,. J,,. J3,, J“ liegen.

249
2
» 3en ” ” » » » 11.;: “Ligs “134 ’]“‘ ‘Izs 24 »
te
» 4, » " » ” Au- "ln 4 24 Jn* Ju J34 "
” r’“" ” ”» » " n 112* ‘1“~ Ar'i Ju ‘]42 ]H N
” g » » ”» » » sz- -I:M' ’I\.c‘ '];-l‘ 'T.‘t 'l.w »

[5



sum 7" Paare die Aehnlichkeitsehene, auf weicher A,,. 4,,. J,,. J,,, J,,. J;, liegen.
B o' n ” » » b *'114~ Az.’n J—l-z' '715;1 ‘Lz-, J;s b

Wir gehen jetzt an die Lisung die Losung der Hauptfrage. die wir uns ge-
stellt haben, unter welchen Umstiinden und Bedingungen die conjugirten Schnitt-
kugeln reell sind. Zu diesem Behufe miissen wir die gemeinschaftliche Diserimi-
nante der Gleichungen 22 und 23 suchen: ist dieselbe positiv, dann existirt ein
solches Kugelpaar, ist sie negativ. nicht. Diese Discriminante aber heisst, wie
auch aus Gleichung 30 hervorgeht:

Vi—du+ Do tgte.

Der letzte Term derselben @ndert sich nicht, welches der 8
Paare conjugirter Kugeln man auch betrachten mag: die zwel
ersten Terme dagegen dndern sich von einem Paare conjugirter
Kugeln zum andern. Bezeiclmen wir dieselben fiir das erste Paar mit 4,. so ist:

4,=(AdA'+ BB'+ CC")?* — (A*+ B*+ (*) (A*+ B*+ C* — D?)

=D+ B+ O — (A B — 4By - (CA'— C' A — (B - B'C).
Wir entwickeln zaerst den Werth von AL — AL, Ist
4, B, C, | @ 8: 7. |
td, B, C; die zu | ¢, 3, s adjungirte Determinante, so ist:
|4, B, C, L4 By 7
AB' — A'B=[d,, A, +d A, +d,, A] [(r,—2) B,+ (r,—r,) By+ (r,—r,) B} -~
- [.({lz ]’).' T (ll.‘} [‘;:; + (Iu I));I l,(’.x - 7‘2) Az + (lrt =15 ) ‘4:: + (7‘1 ==l ) A-IJ ’
oder nach ausgefithrter Multiplication und Reduction:
=(A,B,—A,B,)[d,, r,—r,)—d 4 (r, —r,)|— (A, B,— A, B [d,,(r, —r —d, 0r,— )] 4
+ (A.‘l B4 _A4 ])’1) [(Zx:x (7.1 _—')'4)' ""114 (')', s )J C
Nun ist nach Baltzer Det. §, 6. 2:
A, B,~A,B,=Dy,, A,B,—A,B,=Dy,, A,B,—A,B,= Dy,, also ist:

[ 7
AB—A'B=D. |y,
74
Ebenso hat man:
! B, 2 ‘ l”-z (]12 e |
CA—C'A=D. |38, d, r,—r,iund B("—B'('=D. |« d, r,—r,
i Ij’-n (Il g Ny | o, dn r—ry

Dieses Resultat fithrt uns dazu, 4, gleichzusetzen:
D2 (A% + B*+ %) + (A% + B+ C* 4+ D*) — 8],
wo S die Summe der 10 Determinantenquadrate:
(AB—A'B) | (CA'=("4)' (B —A'BY

/ 2 ))‘ ” ('11-2. ’ ."° 2 'j/'l 12 - .
4% B + A+ B+ C?4+ D+ e ! 7 ik
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bedeutet; diese lisst sich namlich nach Baltzer Det. §. 5, 2 in eine einzige Deter-
minante verwandeln. welche heisst:

k4 d,® 4 rp—n) l+d,d,+ (=), —r) m+d,d 4+ @—r)(@,—7r)
[+ ']1-_’ (713 % (rl 7 J2 I + dl 3 ‘ + == g )2 n+ (l', 3 dx iT (7‘1 _7‘:;;)(’.1 . r‘x.) .
nm+ dn;’ (714 e “‘1 _"'-1)2 n+ dls dn 4 =t (v’,‘ 7 )(rl _“7'4) kY + ’]u? + {-:'.-_: 3 )'-5)2
«~  Indem man diese Determinante nacheinander auf den 4" und 5" Grad hringt

und sie in dhnlicher Weise umformt. wie wir dies oben bei 4*4 B*+ C*+ D* ge-
sehen haben, erhilt man:

s Oh ety =05 W4 l

0 == dl 2 ([l 3 (]l 4 l
S=|r—r, d, 15 l m .

ro—r, d, l K " i

ro—ry d, mn i kot

Nun kann man der Grisse A°4 B+ C*+ D* die Gestalt gehen:

—1 0 r,—r, r—r, r—r, i
3 I | 0 0 - oY
— i ry—r, d, I l m |
i yo-—ry, l k! no

| 7, -7, d,, m " kY

zieht man davon S ab, so erhilt man:

bl G ik, Bty Byl
i 0 0 ey d,, d,, i
— ; ro—r, d, k l m .
| r.—1r, dy l k! n |
L=y dy, m n ke |
Durch Addition von:

2 0 0. 0~ 87
! 0 dui'en i |
2(A%4 B+ C?) = — ‘ re—r, dy & 1 m|

to,—r, dy 1 K »
\ry—r, dy, m n k|

wird endlich:

1 O S =l i3 =i, |

0 0 d,, d,, d, |
32) A, =—D" r—r, I l i
r—r, dy { k! 7

| r,—rs d, m n B

PAd
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Eine Probe fiir dieses Resultat kann man sich in folgender Weise verschaffen.
Denkt man sich zu der zuletzt erhaltenen Determinante die adjungirte Determinante
vebildet und die Flemente derselben durch den Buchstaben e mit doppelten In-
dices bezeichnet, so ist:

A =V— =0, a, — 0, Gy}
diese Partialdeterminante ist aber nach Baltzer Det. §. 6, 2 gleich dem negativen
Product aus der zuletzt erhaltenen Determinante und der Determinante:
kol om
[ S
fmoon R
welche gleich 1)? ist

Der in Gleichung 32 gefundene Werth von 4, kann noch weiter umgeformt
werden, so dass seine geometrische Bedeutung deutlicher zu Tage tritt. Zu diesem
Zwecke filhre man die Abkiirzungen ein:

(o =Ha R (BB +( — )" —
33) - (a,— )P+ (3, — 3+ (7, —7.)° —U P=d,,.
(et — “4.)2+(lg:x s p’!.) B (I il o “ - )*) —(I.u
damn wird mit Zuhiilfenahme von 10, 11, 12 und 25:
2 (e s+ 8,0+ 71 7)) =20 =d,, + (lw =il & (=) (==
34) {2(ayo,+ 3,8, 7:7) =2m=d,+d ,—dy, +2(r,—mr)(r,—7r,)
' 2(eg e+ BB+ 1av) =2n =dy+d —dy + 2 (r, — 1) (r; =7,).

,— 1) =,

234

Multiplicirt man jetzt in der Determinante auf der rechten Seite von 32 die
zweite Vertikalreihe nacheinander mit », —#,, », —r,, r,—ry, und zieht die
Produkte in derselben Ovdnung von der dritten, vierten und fiinften Vertikalreihe
ab, beriicksichtigt ferner die eben gefundenen Relationen und 10, 11, 12, so ist:

L0 0 s d,, d,, ;
0 1 0 0 0 |
Ay =—D"d, r-—r, d, i otl—a) atd—t|
d, r—r, L(d.,+d,—d,;) d,, L (d,+d, ,—d,,)
dyy, ri—r, Yd,+d,—d,,) L(d +d,—d,) d,,
0 d,, d,, d,,
= 0 08 J d,, 2d, d,+d,—d,, d,+d —d, . =N
Py dytd— l“ 2d d+d, , —d,, |
\d, d.+d, —dy, dtd —d, 2d,,

Man ziehe nun die evste Vertikalreihe dieser Determinante nach einander von der
zweiten, dritten und vierten Vertikalreihe ab: dadurch erhdlt man:
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=05 d d,, d.yt
d,=—%D’.ed” d, dmf d,, d,—d, : .

| dis d,,—d,, d,, dyo ity |

ld,, d,—d,, d,—d,, d, |

Zieht man ebenso die erste Horizontalreihe von der zweiten, dritten und vierten
Horizontalreihe ab, so ist:

; () (Zl? (Il:i ’]l4j ; ” (712 (llﬂ (lei
33 am—ppt T 0 T dy QA
: ! ’ :dn —’]23 0 '_—’I:M i : : !dm dyy O ({34' :
\d,, —d,, ~dys 0 d,, du dy,, 0|

Betrachten wir nun die geometrische Bedeutung der Grossen d,,. d,,. d,,, d,;, dyy,
d,,. Aus den Relationen 10, 11, 12 und 33 wird es Klar. dass d,,, d,,. d,; die
Quadrate der geradlinicen Strecken zwischen den Berithrungspunkten einer an die
Kugeln %, %,, k, gelegten gemeinschaftlichen idusseren Tangentialebene sind: d,g,
d,,. d,, bedeuten das Nimliche fiir eine Tangentialebene an die Kugeln %,. Z;.
k, ete. Construirt man ans diesen Verbindungsstrecken als Kanten ein Tetraeder,

and nennt dessen sechsfaches Volum 7, und den Radius der ihm umschriebenen
Kugel R,, so ist nach Baltzer Det. & 16, 8:
36) 4, =4D*V>R"

Die Grisse D) ist gleich dem sechsfachen Volum des Mittelpunktstetraeders der
gegebenen Kugeln. und da dieses vorausgesetztermassen immer reell ist, so ist
auch D? immer positiv oder im #Hussersten Fall gleich Null. wo dann die Mittel-
punkte aller vier Kugeln in einer Ebene liegen. ein Fall. den wir weiter unten
speciell betrachten werden. Das Zeichen von o, hiingt also bloss von den
Zeichen der Grissen 1, und R, ab. und zwar ist 4, positiv, wenn V,
und R, entweder beide zugleich reell oder beide zugleich imagi-
nir sind, dagegen negativ. wenn eine dieser Grossen reell. die an-
dere aber imaginiiv ist. Die ganze Discriminante des ersten Paares conju-
girter Schnittkugeln hat zum Ausdruck 4 D*[V,* R *+ D? ¢° te” w}.

Ein specieller Fall. in welchem 4., also auch die ganze Discri-
minante, positiv wird, ist der, wenn die Radien dervier gegebenen
Kugeln gleich sind:; denn alsdamn gehen die Grossen d,,, d,,, d,, ete. in die
Quadrate der Mittelpunktsentfernungen der 4 Kugeln. folglich ¥, in D iiber und
man hat 4, =4 D*R,% Da nun in diesem Falle R, zum Radius der dem Mittel-
punktstetraeder umschriebenen Kugel geworden ist, dieses aber der Voraussetzung
gemiiss immer veell ist. so ist ., positiv; die Liosungen sind also unbedingt mog-
lich. Das namliche gilt. wenn die 4 Kugeln in Punkte degeneriren. Hier ver-
schwindet -, nicht, wie man etwa hiitte erwarten konnen, weil es nur eine Schnitt-
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\
heziiglich Beriihrungskugel gibt, die Kugel ndmlich. welche durch jene 4 Punkte
bestimmt wird. Wohl aber verschwinden in diesem und dem allgemeineren IKalle,
wenn alle Kugeln gleich sind, 4’, B‘, ¢ und die Gleichung wird desshalb zu:
—4 DY+ u —4D*(Y —r)tg* =0, woraus
z % )P ain?
Y=rcoso+r =7 sin®o+cosm. Kl 4—3‘—1)72 B
folgt. wihrend 23 gibt:
: L T
Z=rcoso—7r,=—r sinmFcosm. " — 5D
. v
Bei der Annahme, dass alle Radien = 0 seien. ist auch » = 0 und man erhilt fir
r aus 22 dieselben Werthe wie aus 23, und da man nur die mit dem positiven
Zeichen versehenen hrauchen kann. diese aber gleich sind. so erklirt sich daraus
das scheinbare Paradoxon, dass 2 Lisungen in eine zasammenfallen. ohne dass die
Discriminante Null wird.
Dies fiihrt uns darauf, die Filie auszuscheiden, in denen 4, ver-
schwindet. Dies geschieht immer, wenn D zu Null wird. was wir einer beson-
deren Untersuchung vorbehalten, withrend wir hier voraussetzen, dass es positiv

«

sei. Aus der Gleichung 35, welche entwickelt lantet:
37) 4,=%D.[d,d, d,d,,— @d,dy+3d,d,,—d,d,)],

folgt unter dieser Voraussetzung, dass erstens g, verschwindet, wenn drei von einem
Endpunkte des Tetraeders ¥, ausgehende Kanten oder drei eine Iliche desselben
einschliessende Kanten Null werden, . h. wenn entweder eine Kugel die 3 andern
cinschliessend Dberithrt oder wenn 3 Kugeln in einem Punkte sich einschliessend
heriihren, die vierte aber eine beliebige Lage hat. In diesen [illen existirt eine
aber auch nur eine sich selbst conjugirte Berithrungskugel, welche
in dem ersten mit derjenigen der gegebenen Kugeln zusammen fillt, welche die
drei iibrigen einschliessend beriihrt: wird ausserdem noch eine vierte Kante Null,
so Andert dies an der Sache nichts. Ferner wird 4, gleich Null, wenn 5 oder 6
Kanten verschwinden. d. h. wenn entweder 3 Kugeln sich untereinander in einem
Punkte einschliessend beriihren und eine davon die vierte einschliessend beriihrt.
oder wenn alle vier Kugeln sich in einem Punkte einschliessend beriihren; der erste
dieser beiden Fille fithrt auf den zweiten der beiden vorhergehenden Fille zuriick.
der zweite bedingt auch D =0 und wird desshalb besonders untersucht werden.
4, kann aber noch in einem weiteren Falle gleich Null werden, fiir welchen dann
aleichfalls eine sich selbst comjugirte Berithrungskugel existirt, wenn niimlich eins
der 6 Kantenquadrate z. B. d,, oder die Quadrate zweier gegeniiberliegenden Kan-
ten z B. d,, und d,, vesschwinden und ausserdem d,,d,, =d,, d,, ist. Diese
Gleichung ist aber die Bedingung dafiir, dass eine Kugel, welche die zwei
ersten gegebenen sich berithrenden Kugeln in ihrem Beriihrungs-
punkt und die dritte gleichartig beriihrt, auch die vierte in der-



selben Art berithren muss. In der That fiigen wir zu den Gleichungen 15,
16 und 17, welche die DBeriilirung der 4 gegehenen Kugeln durch die gesuchte aus-
driicken, noch die Gleichungen :

af,—pu,=0, «y,—ye,=0,
hinzu. welche bedeuten, dass der Mittelpunkt der Berithrungskugel mit den Mittel-
punkten der zwei ersten gegebenen Kugeln in gerader Linie liege, so erhilt man
als Bedingung dafiir, dass diese 5 Gleichungen zusammenbestehen, die Tdentitiit:

| Br 1 Ti—7y Gy L7 R (g =gl d,,|
:. iy ﬂs 7s ry—7y (zxs 1 ‘ @y .33 7s (.71 _7‘2) (7.1 —’I‘:;) dl 3
0= ] Gy .d4 74 v du = ’ ___';7 4 ﬁ* 74 (rl —7.2) (rl '—'7'4) {Iu?
(B —a, 0 0 0 B, —uw, 0 0 0
l7, 0 —, 0 0! 7 0 —a, 0 0!

und mit Beriicksichtigung der Gleichungen 10 und 34, wenn man die erste Ver-
tikalreihe mit «,. die zweite mit 3, die dritte mit y, multiplicirt und die Summe
von der vierten abzieht :

©, f')-_' 72 - (Irz (Iu i

| “, By Vs d,—d,+d,, d,l

0= paaromct L B 7a —dy—d,td, d]
g —e, 0 0 0

[ Ys 0 —, 0 0 ‘

oder, wenn man jetzt d,, = 0 setzt und die letzte Vertikalreihe zur vorletzten addirt:

o B, 7, 0 0
1 @ By Vs Gy dyy 1 ‘ «, 75 72 l s ‘
S ! IJ
0:9' | Bo 70 by diy= r—r, | fa, 8y | Qs d, d.,|’
1 2 s r"? —a‘z 0 () () 1 2 [ 7/-, () —« | 24 14

; 72 0 —&, 0 0
woraus d,,.d,, =d,, d,, folut.

Je nach den Massverhiltnissen der Kanten gibt es auch noch andere Fiille.
in denen g, Null werden kann. die sich aber nicht speciell characterisiren lassen.
Dagegen lisst sich eine ziemliche Anzahl von Fillen bestimmen, in denen 4,
negativ werden muss, die Aufgabe also unlosbar ist. Diese Forderung wird
erfiillt, sobald eins oder zwei der Kantenquadrate d,,, d,,, d,, etc. verschwinden,
d. h. sobald eine der gegebenen Kugeln zwei andere der gegebenen Kugeln, oder
wenn die erste die zweite und die dritte die vierte einschliessend beriihren; ebenso,
wenn drei Kanten verschwinden, von denen zwei einander gegeniiberliegen, d. h.
wenn die erste Kugel die zweite, diese die dritte und endlich diese die vierte ein-
schliessend beriihrt; ebenso wenn 4 Kanten verschwinden, von denen je zwei ein-
ander gegeniiberliegen, d. h. wenn sowohl die erste als die vierte Kugel die zweite
und die dritte einschliessend beriihren.
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4, wird ferner negativ, wenn in 37 die Grossen d,, positiv, d,,, d,,. d,,
positiv, und d,,, d,, beliebig positiv oder negativ angenommen werden: ebenso,
wenn man d,, d,,. d,, negativ, d,, positiv. und d,,, d,, beliebig positiv oder ne-
gativ macht. Die Aufgabe wird also dann unmoglich, wenn in dem Tetraeder 7,
entweder bloss eine Kante, oder wenn 2 Kanten, die sich nicht gegeniiberliegen,
oder wenn 3 Kanten, von denen 2 sich gegeniiberlicgen, oder wenn 4 Kanten, von
denen 2 sich gegeniiberliegen, die andern nicht, oder wenn 5 Kanten imaginir ge-
nommen werden. In allen iibrigen [illen ist sie im Allgemeinen moglich, es sei
denn, dass die Massverhilltnisse der Kanten so beschaffen sind, dass die Differenz
auf der rechten Seite ohiger Gleichung negativ wird. Wenn aber irgend eine Kante
des Tetraeders 7, imaginir ist, so heisst dies, geometrisch interpretirt, nichts an-
deres. als dass die zwei Kueeln, denen die Kante als Verbindungsstrecke der Be-
rithrungspunkte ihrer gemeinschaftlichen iusseren Tangentialebene angehort, einan-
der einschliessen. Hiernach ist die Aufeabe unmaoglich in folgenden Iillen:

1) wenn eine Kugel von einer andern eingeschlossen wird. die 2 andern aber

weder sich noch jene cinschliessen oder von ihmen eingeschlossen werden:

2) wenn eine Kugel zwei andere sich nicht einschliessende einschliesst, die

dritte aber nicht;

3) wenn zwei Kageln zugleich eine dritte einschliessen, nicht aber die vierte:

4) wenn zwei Kugeln zugleich eine dritte einschliessen und die eine von ihnen

die vierte:

5) wenn eine Kugel die drei iihrigen einschliesst, von diesen aber eine Kugel

eine andere ecinschliesst, die dritte nicht:

6) wenn eine Kugel die drei iibrigen einschliesst, von diesen aber zwei zu-

gleich die dritte einschliessen;

7) wenn zwei Kugeln zugleich die zwei iibrigen einschliessen. von diesen aber

cine die andere.

Merkwiirdig ist. dass unter den aufgezihlten Fillen manche nicht vorkom-
kommen. in denen unzweifelhaft keine Losung existirt. Schliesst z. B. die erste
Kugel die zweite und die dritte die vierte-ein, d. h. sind d,, und d,, negativ,
wihrend die ibrigen Kantenquadrate positiv genommen werden, so bleibt obiger
Ausdruck fiir 4, unveriindert. woraus jedoch freilich noch nicht hervorgeht, dass
er auch positiv sei: denn das hingt von den Massverhidltnissen der Kanten ab.
In unserem Falle sind aber diese Massverhilinisse derart, dass 4, negativ werden
muss. Um dies zu beweisen, betrachten wir die zwei moglichen Grenzlagen der
gegebenen Kugeln. Die erste Grenzlage findet statt, wenn die crste die zweite
und die vierte die dritte einschliessend beriihrt; dann ist sowohl d,, als auch d,,
gleich Null wnd 4, =—} D" (d,,d,, —d,, d,)* also negativ. In der That ist
eine Beriihrungskagel nur dann moglich, wenn die Normale in dem Beriihrungs-
punkt von %, und %, die Normale in dem Berithrungspunkt von £, und &, schneidet,
wozu erforderlich ist, dass die Mittelpunkte der Vier Kugeln in einer Ebene liegen,
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also D =0 wird; dies ist aber der schon mehrfach erwihnte Ausnahmefall. Im
zweiten Grenzfalle sind die Kugeln %, und %, concentrisch und ebenso <ie Kugeln
k, und k., 4. h. die Mittelpunktsentfernungen rc,, und e,, sind Null und ausserdem
ist ¢,,=¢,=¢,,=¢,,. Nennt man nun das Quadrat dieser Mittelpunktsentfernung

C und setzt r, — r,=a, r,——r,=0b. r,—r,=c¢, s0ist r,—r,=—(a—10),
r,—r,=— (a—¢), r,—7r,=—(b— ) und man hat:
0 —a’ c-n C—c’
PR —a® 0 C—(a—0h)? (C—(a—0c)? e B S s R
; b '10—7)2 C—(a—b 0 _(,,}__0)2|__ La*(h—e)? (—a+b4 0 CD?,

|C—c* C—(a—e)® —ib—0)® 0
also negativ. In beiden Grenzfillen ist demmnach ., negativ: sollte es bei stetiger
Aenderang von d,, und d_, einen positiven Werth erhalten, so miisste es wenigstens
zweimal durch Null gehen, d. h. es miisste fiir zwei Paare zusammengehoriger
Werthe von d,, und d,,

4 (I,._, ’734 (713 du = ("71-.' d:u +ﬂx:; (l-_u e (]14 (72“\’2
sein. Nun kann aber ¥V, nicht gleich Null werden, ohne dass wenigstens eins der
Kantenquadrate d,,. d,,. d,, ete. gleich Null wird, und R, wird nur Null, wenn
alle Kanten gleich Null sind. Damit daher obige Gleichung stattfinden konnte,
miisste entweder:
d,d,,=0wd d,d,,=d d,,,
oder d,d,,=0 und d,,d,,=d, d,,,
oder d,d,,=0 wmd d,,d,,=d,,d,,

sein. Da aber vorausgesetzt ist, dass d,, und d,, beide negativ seien und weder
d,,, noch d,,, noch d,,, noch d,, den Werth Null haben, so kann innerhalb der
erwilnten Grenzfille 4, nicht Null werden und ist desshalb negativ.

In dhnlicher Weise behandelt man die I'dlle, wenn alle ¢ Kantenquadrate ne-
gativ sind, d. h. wenn alle 4 Kugeln eine in die andere eingeschachtelt sind, oder
wenn 3 Kanten, welche eine Fliche des Tetraeders hegrenzen. z. B. d,,, d,,. d,,
imagindr sind. d. h. wenn die dritte Kugel von der zweiten, die zweite von der
ersten eingeschlossen wird, die vierte die iibrigen aber weder einschliesst noch von
ihnen eingeschlossen wird.

Wenn nimlich alle Kugeln ineinandergeschachtelt sind, so hat man wiederum
zwei Grenzfille. den einen. wo sich alle vier Kugeln in einem Punkte einschliessend
beriihren, d. h. alle Kanten des Tetraeders J, gleich Null sind, den anderen, wo
diese Kugeln concentrisch, d. h. alle ¢ gleich Null sind. In beiden IFillen hat man
4, gleich Null; im ersten Falle ist jede der vier gegebenen Kugeln eine sich selbst
conjugirte Beriihrungskugel an sich selbst und die drei anderen: im zweiten Ialle,
Wwo 4, = 0 ist, weil nicht bloss D sondern auch die mit I multiplicirte Determi-
nante verschwindet, ist jede heliebige mit den vier gegebenen concentrische Kugel eine

3
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sich selbst conjugirte Beriihrungskugel, welche jene lings eines imaginiren Kreises
im UnendKchen beriibrt. Denkt man sich nun im ersten Falle, dass die erste Kugel
die zweite, die zweite die dritte, die dritte die vierte einschliesst und lisst die
zweite Kugel sich im Innern der ersten vom gemeinschaftlichen Beriihrungspunkte
wegbewegen, withrend die Lage der dritten und vierten unter sich und zur zZweiten
anveriindert bleibt, . L. Lisst man d,,, d,,, d,, negativ werden, wihrend d,,,
d,,, d,, Null bleiben. so ist immer noch 4, gleich Null: in der That existirt dann
eine sich selbst conjugirte Berithrungskugel, welche von /7, cingeschlossen wird and
kyy ky. ke, in ihrem gemeinschaftlichen Beriihrungspunkte einschliessend beriihrt.
Lisst man nun auch k, sammt %, olne dass diese authiren, sich zu berithren, im
Inmern von %, von dem gemeinschaftlichen Beriilrungspunkte sich wegbewegen,
d. b, werden alle Kantenquadrate negativ his auf d,,, welches Null bleibt, so ist
4,=— Y D*(d,,d,,—d,,d,)% also negativ. und dieses negative Zeichen wird fort-
wihrend bestehen bleiben. welehe Lage die drei ersten Kugeln unter sich auch
haben migen, wenn sie sich nur der Voraussetzung gemiiss cinander einschliessen.
also auch dann. wenn sie concentrisch sind.  Bewegt man endlich die vierte Kugel
im Innern der dritten vom Derithrungspunkte weg. so kann dieses Zeichen nur dann
positiv. werden, wenn ., zwischen der zuletzt erwihnten Lage und derjenigen. wo
alle Kugeln concentrisch sind, wenigstens einmal durch Null geht; dies ist aber
unméglich, weil unter der Voraussetzung. dass alle Kanten negativ seien, ¥, und
also auch 4, nie Null werden kann: denn dazu gehdrt das Nullwerden von wenigstens
ciner Kante.

Wenn d,,, d,, und d,, negativ sind, so hat man chenfalls zwei Grenztille:
entweder nimlich sind %, k,, k& concentrisch, d. h. ¢, =¢,=¢,=0 und
=, =¢,=VC, oder I, k,, &, berithren sich in einem Punkte einschliessend,
d. h. d,, d,, d, sind Null. Im letzteren Falle ist .7, gleich Null: lisst man

d,, negativ werden, so ist 4, =—1D*d*d,*; wird auch d,, negativ, so ist
a4,=—1D*(,d,,—d,d,) also auch negativ. Werden endlich %, k,, %, con-

centrisch, wo natiirlich d,,, d,, und d,, negativ bleiben. so wird auch hier wieder
A4, negativ; denn man hat jetzt:

l 0 —a’ —b* C—c* |
—a? 0 —(a—b)* C—(a—e)*

|

—_ 1 ‘z‘ > ';__~22_212
A, _;D.! —b —(a—b)? 5 C*(b—(‘)"iﬂ a’*h* (a—0)* C D",
[

|C—¢® C—(a—¢) C*—(d—¢)* O
also negativ. Zwischen dieser Grenzlage und der zuletzt erwiihnten Lage miisste
also .7, wenigstens zweimal durch Null gehen, wenn es innerhalb dieser Grenzen
einen positiven Werth haben sollte. Dies ist aber unméglich, weil nach der Vor-
aussetzung innerhalb dieser Grenzen d,,. d,,, d,, negativ, d,,. d,,. d,, positiv sind
und wenigstens eins dieser Kantenquadrate Null werden miisste, wenn 77, also auch
D, verschwinden sollte.
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Die Gleichungen 19 werden illusorisch, sobald D =0 wird, weil
sie dann unendlich grosse Werthe fiir «. 2. 3 liefern: man muss desshalb diesen
Aasnahmstall speciell untersuchen. Za diesem Behufe nimmt man an, die xy Ebene
sei die Ebene, in welcher die Mittelpunkte aller 4 Kugeln liegen, und setzt dem-
nach 3,, 7,, 7, in den Gleichungen 15—17 gleich Null; man erhilt dann:

2aa,+288,—2r, —1,) Y=4d,

2w, + 2,-;,.13— (rg—r) Y —(7”.

Qaca,+238, —2(r, —r) Y=d,,,
wo man jetzt nativlich d,,=e«,*+ ,)’__,2-- O, —7)% dy=ea’+53°— @, —r)
d,,= re49+,n’4‘“'~ -(r;, — r,)? za setzen hat. Ist nun:

le, d,, v,—, | | 8 dis- %77, w, B, d, 0, 3, ¥, —1
38) a, d,, —)'3 =R, g, d,r,—r|=R.|e, g, d | =R" a g, r,—r,| =0,
&, ([u r—7, Bodyy ri—7 a B dy, | % Beri—1%|
so hat man:
50) 9 __J),‘ ’P’_‘) 9 y—_—__.].lj.
34) « g Q

Diese Werthe sind also eindeutig bestnnmt: insbesondere merke man, dass Y und
in Folge dessen » nur einen Werth besitzt. was davon herrithrt dass die Gleichung
22 fiir D=0 zwei gleiche Wurzeln hat. Es bleibt nur noch y zu bestimmen.
Die Gleichung 6 gibt aber:
2 .2 2442 ‘" 2
Bt QP +44° =rl‘), + LU() + 9 ,] tg* w oder:
. R“—(R°+ R +(R"+2r, @)’ tg’ 0
40) -Jy'—— - L s @,
LY
so dass die gesuchten Schnitt- beziiglich Berithrungskugeln nicht
nur gleichen Radius haben, sondernauch symmetrisch oberhalb und
unterhalb der zy Ebene liezen. wie zu erwarten war. Die Discriminante
ist fiir diesen Fall:
R — (R+ R+ (L4 2r, Q) tg’ o.
er letzte Term derselben ist gleich tg* w. multiplicirt mit dem Quadrat der
Determinante :
@, 3 dy,+2r (r,—r,) '
i Gy tgs (113 i 2"‘1 (Tl _"‘3) }
| @4 ‘34 (114 + 2'.1 ('rl e 7'4)
and da man statt d,+ 2, (r,—,). d+ 27, (r,—r,), d 427 (r,—r,) wie-
derum beziiglich setzen kann k+»*—n% k'+»r*—r>% E4+r° —r> so ist
derselbe von dem Zeichen der » unabhiingig. bleibt also derselbe
fiir alle Paare conjugirter Schnittkugeln. Um seine geometrische Be-
deutung kennen zu lernen. iiberlege man, dass die vier Kugeln von der Ebene der
zy in grossten Kreisen geschnitten werden und dass die Potenzlinien des ersten
3*
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und zweiten, des ersten und dritten, des ersten und vierten dieser Kreisschnitte
beziiglich zu Gleichungen haben:
20,2428, y=d,+2r, (ri— "'z)s
2a,2+28,y=d,+2r (r,—r,),
Qe,z+28,y=d, +2r (r,—r).
Fillt man nun vom Coordinatenanfang Senkrechte auf diese Linien und schneidet
auf ihnen oder auf ilrer Verlingerung von ihrem IFusspunkte aus entweder jedes-
mal nach dem Coordinatenanfang zu oder in entgegengesetzter Richtung eine Strecke
g ab, die so bemessen ist, dass die durch den jedesmaligen Endpunkt der zuge-
horigen Potenzlinie parallel gezogenen Graden sich in einem Punkte schneiden, so
miissen zu gleicher Zeit die Gleichungen bestehen:
2a,2+28,y+2¢9 Vf‘:z-'-i;r'}—:: dys + 27, (r, —#3);
2 t‘3 z + 2 p‘.‘;y + 2!} V/m-p;ﬂ_-‘z (713 + 2 rl (.rl —‘}.3.)'
2a,x+2p,y+29Ve+ 8> =d, +2r, (r,—r);
denn die » und y gehoren jetzt ein und demselben Punkte an, ndmlich dem Mit-
telpunkte desjenigen der vier Berithrungskreise des vou den Potenzlinien gebildeten
Dreiecks, dessen Mittelpunkt auf derselben Seite einer jeden der drei Potenzlinien
liegt, wie der Anfangspunkt der Coordinaten; und g ist der Radius dieses Kreises.
Man findet aber aus diesen 3 Gleichungen:
Ii“z By V"‘22+n‘¥22 o, By d,+27, (=g
")‘.(/ “,y p,.s V“32+ ﬁaz == |.% ﬂa (Its + :-)'7‘1 (7.1 - ’/"3) i
«, 8, V“az'l'ﬁfl 1 B, (714+~'“.1 () !
Der Werth der Determinante auf der rechten Seite ist also gleich dem vier-
fachen Radius des eben bestimmten Berithrungskreises desvon den
Potenzlinien gebildeten Dreiecks, muliplicirt mit der Summe der
Produkte, welche entstehen, indem man nacheinander die Entfer-
nung des Mittelpunktes des zweiten, dritten und vierten Kreis-
schnitts vom Anfangspunkt der Coordinaten mit den Flicheninhal-
ten der Dreiecke 134, 124, 123 multiplicirt. Nennt man diese Mittelpunkts-
entfernungen und I'licheninhalte nach einander e,. ¢,,, €4, fisss fizs: [iess SO
ist der letzte Term der Discriminante gleich:
16!/2 I;("xz frsadk Cialisa+ 61 o i B
Schneiden sich die Potenzlinien von 1 und 2, 1 und 3. 1 und 4, in einem
Punkte, dann gehen die Potenzlinien von 2 und 3, 2 und 4, 3 und 4 durch den-
selben Punkt und ¢ wird Null; in diesem Falle verschwindet also der letzte Term
der Discriminante und dieselbe wird unabhingig vom Schnittwinkel w. Die
Bedingung, unter der dies geschieht, kann man auch in anderer Form aussprechen,
nidmlich, wenn der Orthogonalkreis an drei der durch die vier Ku-
geln in der zy Ebene erzeugten Kreisschnitte auch den vierten or-
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thogonal schneidet. Unter dieser Voraussetzung schneiden sich aber
alle 4 Kugeln in zwei Punkten. Denn setzt man in den Gleichungen 1—4
7. == 9, =7,=0 und sieht die . y, 2 als demselben Punkte angeharig an, so fol-
gen durch Subtraction die Gleichungen:

Qe, x4+ 28,y=d,+2r, (r,—r,),

‘)aa +)‘337/——(I”+)7‘ (r '7'3\’5

e, r+23, y=d  + 27 (r,—r,),
woraus sich obige Voraussetzung ergibt. Um die Coordinaten der Schnittpunkte
zu finden, heachte man, dass aus diesen Gleichungen sowohl:
a, 3, d1z+ oy (= z) P’zi

e, 3 dyy+2 ar (7 ) .dsl '
«, 3, d,+2r, (r,—r,) ¢
als auch 2. Aol | e kR ) P ;
Ly 3y d + 27, i —%.) .8,
, «, B,| di+2r, (r,—r
als auch 20 7 0 = 0T (=) B, ! folgt.
“, A34 du + 20 (rl e )'4) .34 !

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit »,—r,. die zweite mit — (r, —7,),
die dritte mit — (», — »,) und addirt. so erhilt man:

a, B, 7" l drz + 27 (rl _7.2) By 17y (Zm B, 11, !
2 e, 3, r,—r, = Qg+ 27, (ry—13) B r,—rg|=|dy By 7.—7,
o, By 1y l (114 +2 7 ("x "7'4.) f?a (R [[14 184 L
oder 2 Qx=— R’; ebenso erhiilt man 2 Qy=+ R. Aus der Gleichung 1 folgt
R'+ R” . y ,/R"Z—(R2+ R,
ot e 19y 0= P o e L ek )
dann z= 4+ l/ L@t oder da R“+ 2y, Q =01ist, =+ 1 g

man hat also in der That zwei Schnittpunkte. welche symmetrisch oberhalb und
unterhalb der xy Ebene liegen. Vergleicht man die eben gefundenen Coordinaten
dieser Schnittpunkte mit den oben in Gleichung 39 und 40 gegebenen Werthen
der Coordinaten der Mittelpunkte der Schnittkugeln, so sieht man. dass sie iden-
tisch sind. Aber auch die Schnittkugeln selbst degeneriren in diesem Falle in eben
jene zwei Schnittpunkte der gegebenen Kugeln. Denn da die Gleichung der Schnitt-
kugeln (x—ea)’+ (1 —3)'+(¢—y)*=1r* heisst und oben gefunden wurde
4"
2Y=2rcosw+2r,=— JZ so erhiilt man nach Einsetzung der Werthe von

«, 3, y und unter Beriicksichtigung der Relation R+ 2r, ¢ = 0:

(x_j_%); (v - )IQ)+[ LVE” ";éz +R”] ~0,

d. h. die oben gefundenen zwei Punkte.
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Wir wenden uns jetzt zu dem ersten Theile nnserer Discriminante,
welcher die Maglichkeit der BDeriithrungskugeln hestimmt. Bezeich-
net man denselben, wie friither, mit ., , so i\'t'

4, =2 R+ Q*— (R*+ R”+ R'"*+ Q°).

Die Entwickelung von R“* gibt, wenn man zmalog der frither angewendeten Be-
zeichnungsweise «,*+ 3,° ==k, «, ¢+ 8,8, =1, «, a,+ B, 5,=m etc. setzt:
—1 (Zi'_’ dxa {Iu

k+d,,* l+d,d, m+d,d,| g L 1
2R"=2.| l+d,,d,, ¥+d,* ntd,d,|=—2 (7“ TP T
m+d,d, nt+d,d, k+d,* ’ d” e
2 0 0 0 0 } .
0 1 d, d; d,]|
=—|r—r, d, kE 1 m|
dr—r dy U Lk n l
) ) |r,—re dfy m n kY
Ebenso ist: —1 0 r—r, ry—r, v,—r,]
—1 r,—r, r;—r, r,—r,| 0 1 o 0 0 i
Q= — :‘ :r /; ;‘ ':z =—|r—1d, k l m
£ " 5 ro—r, dy 1 k! n
trs 0 " . r—red,, m n e

Ferner ist die Summe R*+4 R°+ R“*+ @* nach Baltzer Det. §. 5, 2 gleich:

e d (r,~r )" Ld,d Oy —r)r,—r) m4d,d 4+, —r,) 0 )4¥
‘ I+d,, d A+ (r;—r,)(r ) K+ d,t + =)t n+d,d (- r,)(r 74'
m+d,d, + o, — ;)) r,—, ) ntd d Ao —r) o —r) B+ d S+ (r,—r)t |

eine Determinante, welche sich ibnlich, wie die ihr in der dusseren I‘orm ganz
gleiche, welche wir oben behandelt haben. umformen lisst in:

=] O e v TRl At e
0 —1 4, d,y d,,
lr,—r, &, k l m
i, Shids l 15 ”
lr,—r, d, m n k-

Indem man dieselbe vorerst von 2 R“* abzieht, entsteht:

|- 0 r,—r, ro—r, r,—7,

| =0 —1 d,, d,, d,,
—|r,—r, 4d, k l n

% ry—r, d, l k! n

|

. e Y
r,—ry d, m n ks
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Wenn man bemerkt, dass nach Baltzer Det. §. 5, 1 die ldentitit besteht:
E ol m
I ¥ =n|=0,
lm n l.'.“;
s0 kann man die letzterhaltene Determinante, ohne ihren Werth zu idndern, so
schreiben :

1 0 »r,—r, r,—7r, T,—"|
0 1 d, d,, ey [
Fdipm =gl Wy I l m
fry—ry,  dy, { k noo
fr,—ry d,, m n ke |
und da man aus dem nimlichen Grunde
| 1 0 r,—=r, =1, 'ri=7r|
0 —1 0 0 0
Q=—r—r, d, k l m I
r—r,  d,, l 5 n |
r,—1r, d, m n ]
setzen kann, so folgt durch Addition:
| 1 O = Fi—¥y T l
0 0 d,, d,, d,, |
a=—|r,—r, d, k l m |,
Ly — oy, dy, l k! noo
|r, =7, d, m n ko

also derselbe Werth. den wir auch im allgemeinen I'all oben fiir 4,
erhalten haben, abgesehen vom IFactor D® der hier fehlt: man hat also auch
hier wiederum mutatis mutandis:

0" idsd; dy
d 0 “di= d | st
42'—1 12 z 24 _’____4} 2 {2._
’ Yd, d, 0 dy, | e
(Il-l ’Z'l-‘ ’134 (,

und man kamn daraus dieselben IFolgerungen ziehen, wie oben.

Der einzige I'all. wo die eben gegebenen Entwickelangen illu-
sorisch werden, findet statt. wenn Q=0 ist; denn alsdann liefern die
Gleichungen 39 «, 3 und Y unendlich gross. Die Gleichung @ = 0 oder entwickelt

(=) (o, fo—a, )+ ('.1 =) i B, =a, B+ (7'1_ ry) (e, 8, — e, 3,) =0,
ist aber die Bedingung dafiir, dass eine den Kugeln %,. k,. &, gemein-
schaftliche dussere Tangentialebene auch die Kugel &, berithrt.
Dies soll jetzt Dewiesen werden. Weiter unten werden wir die Gleichung einer
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gemeinschaftlichen dusseren Tangentialebene an 3 Kugeln entwickeln; setzt man
dort y,=7,=7,=0, so ist die Gleichung der Tangentialebene

an I'.n ]"rn k4: z |.~ P’; (’rl = ’1'4) 1 ﬂl (7‘1 —7';)| +y [“3 (7.1 ) — &y (7 -7, )J +

(i,
an k,, kot x [— B, (r,—7) + Ba (ry—1)] + 4y [e, (r, — 1) — @ (r,—7) | +
+2¢2. 1—'124—‘_1%%4_9‘1:07

an ki’ ]"2* l"s: z [_ 182 (7‘1 '_7‘3) +: 33 (rl _7.2)] + Yy [az (1'1 —7'3) — Uy (7'1_7'4)] *
+22. Fppy—the p =0,

Hier bezeichnet F7,,, den Flicheninhalt des Dreiecks, welches von den Verbindungs-
strecken der Berithrungspunkte von 7,. I,, k, gebildet wird: analoge Bedeutung
haben F,,, und F,,,. Ferner ist f;,, der Flicheninhalt des Dreiecks der Mittel-
punkte 1, 3, 4 und endlich ist:

C,= o, f.— a, 3, Ci=q, fi— a8, Ci=e,8,— a,B,.

Sollen nun diese 3 Gleichungen eine und (lleselbe Tangentialebene vorstellen, so
muss, wenn man den Neigungswinkel derselben gegen die zy Ebene mit ¢ bezeichnet :
C,=2F,, cosp =2f,,,, C,=2F,, cosp=2f,,, Ci;=2F, cosp=2f,
sein, weil dann alle ¥ in eine Ebene fallen: ausserdem aber miissen diese Glei-
chungen, mit passenden Factoren multiplicirt und addirt. zar Summe Null geben.
Substituirt man daher statt der 7 und f ihre angefithrten Werthe, in C,, C, und
O, ausgedriickt, multiplicirt die erste Gleichung mit — «,, die zweite mit + «,,
die dritte mit — e, und addirt, so werden die Coefficienten von y, z und 7, iden-
tisch gleich Null und es bleibt als Bedingung iibriz, dass der Coefficient von z,

namlich:
(}‘[ S 7.2) 02 T (/'.1 A r:«) U's + (7‘1 —74) ("4
gleich Null sei; dies ist aber die oben angegebene Bedingungsgleichung @ = 0.
Es entsteht nun die Frage, was in diesem Falle aas den Schnitt- beziiglich Be-
rithrungskugeln wird. Die Gleichung der Schnittkugel ist fiir den Fall D=0 im
Allgemeinen :
(x+£)2+ (,?/__ _Ii_):_ [Z+ V e _ Re R+ {u .)7 Q) l’" w] __(R”'*'Q_’_'t Q)?
20, 2.0 5 2 () 4Q*cos’ w

oder, nachdem man entwickelt, reducirt und mit ¢ mnltiplicirt hat:

Qe +y*+2)+ R'z—Ry +2V R —(R*+ R+ (R"“+2r,Q)°tg*w = r, R“+ 7,* Q.
Setzt man jetzt @ = 0. so erhiilt man die Gleichungen zweier Ebenen, welche
in diesem Falle die Schnittkugeln vertreten, nimlich:

Rxz—Ry+2.VR*—(R*+ R)’+ R*tg’ w =1, R",




oder in der Normalform:
R’ cos @ R cos VR —(R*+ R cos® w
]2” -2 —T y+z. ‘[—a‘l; 2 =7 008 0.

- Die Entfernung dieser Ebenen vom Mittelpunkt 1 ist demmnach #, cos w und da man
jeden der drei anderen Mittelpunkte als Anfangspunkt der Coordinaten annehmen
kann, so sind dieselben durch je drei ihrer vier Entfernungen 7, cosm.
r, 08w, ¥,c08w, 7,08 von den vier Mittelpunkten vollstindig he-
stimmt. Ist o gleich Null, so werden diese Ebenen zu den dusseren Tangential-
chenen an die vier Kugeln.

Die Determinante ¢ kann iibrigens auch noch unter anderen Umstiinden Null
werden, unter andern dadurch, dass man in ihr die Unterdeterminanten von », — #,,
7, — 7y, 1, —ry gleich Null setzt: man hat damm:

o _

3‘; ffd !
d. h. die Mittelpunkte der vier Kugeln liegen auf einer geraden
Linie in der 2y Ebene. Nimmt man an. die # Achse sei diese Linie, . h. alle
g seien Null. so hat man die drei Gleichungen:

Qea,— 20 —r,) Y —d,=0.
2aa, —2 ().1 ) i ’lt:; =0,
2a0,— 2 ('-x =) X~ ([14 =05

Sollen diese Gleichungen zu gleicher Zeit hestehen, so muss die Bedingungsgleichung

erfiillt sein: .
|, r,—7r, d,
o, 1,—1, d,=R=0.
leg ri—1s d,

Dieselbe bedeutet, dass eine Kugel, welche drei der gegebenen Kugeln
in gleicher Weise herithrt, auch die vierte in derselben Weise be-
rithren muss. Demn als Ausdruck dieses Verhaltens gelten die Gleichungen :
@+ 3+ = (r+r),

(@—ea)'+ 8+ 7 =(r+ 1)}

(€ — )+ 3°+ *=(r +71,)°

(¢ — @)+ 3+ 7= (r+ 7).
Zieht man von der ersten dieser Gleichungen die folgenden ab, so erhiilt man nach
karzer Reduction mit Anwendung unserer fritheren Bezeichnungsweise die obigen
drei Gleichungen wieder. Da nach der Voraussetzung g, =g, = g,=0, so ist
auch ‘= R“=0. und die Grossen 2e«, 23, 21 erscheinen unter der Form 9:
jedoch bleibt nur g anbestimmt. denn zur Bestimmuang von « und Y besteht, wie
aus den obigen drei Gleichungen hervorgeht, die Proportion:
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4

g | ]2 R |
(‘:Y:I____g;, r, d”:u._l“* @e | | 5% a8

| #==% (Znu
Man hat demmach als Losung unendlich viele Kugeln von demselben
Radius, deren Mittelpunktealledenselben Abstand von der zyEbene
haben. Auch diese Losung kann noch einmal illusorisch werden, wemn die Un-
terdeterminante:

| o}
| ¢y (Il:l | [y 71—y

y 10
verschwindet, was geschieht. sobald alle vier Kugeln einen und densel-
ben Kegel in einem Fache desselben heriihren.

Ein weiterer Fall, in welchem @ Null wird, ist der, wenn
r—r,=r—r,=r,—r,=>0
ist. Die Radien der vier gegebenen Kugeln sind dann gleich und die Bedingungs-
gleichung fiir die Moglichkeit dieses IFalles ist:
5 «, 7, ”32'*' 3" |
;u‘ 3 w3 =0,
] 0y Pyowl 00
deren geometrische DBedeutung folgende ist:  Wenn man einen Kreis durch
die Mittelpunkte 1. 2 und 3 legt. so geht derselbe auch durch den
Mittelpunkt 4. Denn nennt man den Radius dieses Kreises R. so hat man
unter dieser Voraussetzung die Gleichungen:
? 3 Pr.' = R
(@ — )"+ (8 — 8,)* = R*
(“ e “3)2 + (lj - ﬁs)‘z =R*
(@ — ) + (8 —p)*= R
Zieht man von der ersten dieser Gleichungen nacheinander die zweite, dritte and
vierte ab, so erhidlt man die drei Gleichungen:
Quea,+28p,— («,*+p,°) =0,
Qa4+ 288, — (¢, +p3,°) =0,
2a e+ 288, — (g + 5.5 =0,
aus denen sich unmittelbar obige Bedingungsgleichung ergibt. Man hat ferner unter
dieser Voraussetzung:
. _1_%#2 “22+‘322?, ;((z (‘22’*'17)2 ﬁz}
“'13' —!A‘“fs ((32+,7)32E'_’“3 r(32+{~')32i. , ﬂ:}i.‘
withrend Y unbestimmt bleibt: d. h. man erhidlt unendlich viele Schnitt-
beziiglich Berithrungskugeln von verschiedenen Radien, deren Mit-
telpunkte alle auf einer geraden Linie liegen. die auf der zy Ebene
senkrecht steht. Ilusorisch wird auch dieser I'all, wenn die letzte Unterdeter-
minante Null ist, d. h. wenn:
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«, a, o«

B B

oder wenn die Mittelpunkte auf ciner geraden Linie liegen. die be-
kanntlich als ein Kreis mit unendlich grossem Radius angesehen
werden kann; dann gehort die Aufeabe zagleich dem vorigen Iall an und es
lisst sich cin Cylinder um die vier Kugeln legen. Man hat dann als Losung un-
endlich viele F'henen, welche der Axe jenes Cylinders pavallel sind.

Die ganze Untersuchunye indert sich nicht, wenn die iibrigen sichen Paare
conjugirter Schnitt- heziiglich Derithrungskugeln ins Auge gefasst werden.  So hat
man fiir das zweite Paar in allen obigen Formeln », negativ zu setzen; dadurch
gehen:

d.. =« "'-{-'/'-f;_,'—(i)' —

12 B i ) tiber in 8, = «,” + :5’22 n 7-,»2 =3 ("x e rz)i
‘[m — "':: F 1"':;-‘ T 3:;: =g ) 8|3 = ”32 + 1"‘32 & 7.12 =R (rx o "3)27

dyy,=a’+p2°+ 7 — ()ﬂ_, —1r)? s da=a’+ 3l 7 —(r + )%

wahrend die iibricen Kantenquadrate unveriindert bleiben; man hat daher:

i 0 (\'” (3'13 h\n
) am—gpn | 0 G | ypipaps
’ : l 6‘! 3 ({13 0 (134 3 A

0

! '3‘14 du ’]34

wenn man mit ¥, das Volumen des Tetraeders, dessen Kantenquadrate o,,, o,
Opis yy. dyy, d,y sind, und mit 72, den Radius der diesem Tetraeder umschriebenen
Kngel bezeiclmet.  Dabel ist zu bemerken, dass sich die betreffenden Kugeln schuei-
den oder einschliessen. sobald eines der Kantenquadrate d,,. d,,, d,, negativ wird.
Hiernach wird die Aufecabe numaelich. wein:

Ly oy, negativ. .. d,.. ... d,.. d,, positiv: oder &, negativ, d,,, 9,,, d,,, d,,,

d,, positiv: oder &, negcativ. d,,, 3, d,,, d,,. d,, positiv;

2) dyy megativ. &y, 0,0 8, d,,. dy positiv: oder d,, negativ, 8, 9., 0.,

2 15 14° 24
d,, positiv: oder d,, negativ, d,,. 8, 98,,, dy,, d,, positiv:
3) 0, 0y, megativ, &, d,,. d,,. d, positiv: oder d,,, 9,, negativ. 9,,, d,,. d,,.
d,, positivy oder o, . &, negativ. &, d,,. d,,. d,; positiv;
4) d,,, d,, negativ, d,;, 3,,, 3,,, 8, positiv; oder d,,, d,, negativ, d,,, 3,,, 3,5,
d,, positiv; oder d,,. d,, negativ. d,,, d,,, 8, 5,, POsitiv;
4*



h)

6)

7)
8)

9)
10)

11)

Nro.
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d,,, 3,; negativ, d,,, d,,, 8,,, 3,, positiv; oder d,,, 8,, negativ, d,,, d,,, 8,,,
3., positiv; oder d,,, d,, negativ, d,,, d,,, 9,,, 8,, positiv; oder d,,, J,, ne-
gativ, dy,, d, 9,,, 0, positiv: oder d,,. d,, yositiv. d,,, d,,, 9, &, positiv
oder d,,, d,, negativ. d,,, d,,, 0y, d,, positiv:
dys, O, dy, megativ, 0. d,,. d,, negativ oder 9d,,, d,,, d,, negativ. &, d,,,
d,, positiv; oder d8,,, d,,. d,, negativ, 3,,, d,,. d,, positiv; oder &, d,,, d,,
negativ, 9,,, d,,. d,, positivi oder d8,, d,,, d,, negativ, &, d,,. d,, positiv:
oder d,,, 0, d,, negativ. d,,. d,,, d,, positiv:
was im vorigen Fall positiv ist, ist in diesem negativ und umgekelrt :
Oy Oy Opge dy, negativ, d,, d,, positiv: oder d,,, d,,, d,,. d,, negaliv, d,,.
d,, positiv; oder d,,, &, 0., d,, negativ. d,,, d,, positiv;
dyyy Ay dygy 0y, negativ, d,,, 0, positiv: oder dy,. d,,, d,,, d,, negativ, oJ,,,
d,, positiv: oder d,,. d,,. d,,. &, negativ, o,,, d,, positiv;
Opgs iy gy oy, dyy megativ, 8y, positiv: oder o,,. o,,. dy,. d
Jd,, positivy oder &, 8,,. d,,. d,,. d,, negativ. d,, positiv:

Lee A,y negativ,
dyyy dyyy Opay Opy 0, neQativ, d,; positivy oder d,,, d,,. 8., d,. 0, negativ,

d,, positivy oder d,,, d,,. 5. 0., &, negativ, d , positiv.
24 k] 24 23 12 139 14 o HEY

Es ist leicht. diese Bedingungen in Worte zu iibertragen: der erste I'all von
9 wiirde z. B. so heissen: %, k,, &, sind ineinander geschachtelt. wihrend

k, von k, geschnitten oder eingeschlossen wird, nicht aber von %, und /. In ganz
analoger Weise findet man fiir das dritte, vierte und fiinfte Paar conjugirter Schnitt-
beziiglich Beriihrungskugeln:

0 81:: dl 3 ‘{1 4

5, 0 3, 3,
l

D) e T)2 13 33 | 22 2
42) B N
(?1 s Oy ({:m 0|

| 0 dy O di

=
_;“N
<
=

» 1. X .
48) = —) - "‘izu)* ViR,

D 0 S

13 23 O34
‘[u (124 '\:u 0

44) 4, =—1D
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wo die 9,,, 9,,, 0,, analoge Bedeatung haben wie d,,, d,,, J,,. Die Bedingungen,
unter denen die Losung unmoglich ist. sind aus den oben fiir fir 7, angegebenen,
leicht zu finden, wenn man bedenkt. dass hier £, nacheinander durch k,, k,, &, ver-
treten wird: withrend alle iibricen Umstéinde unveridndert bleiben. DBei diesen zu-
letzt betrachteten vier Paaren conjugirter Kugeln tritt iibrigens wie beim ersten
Paar der merkwiirdige Iall ein, dass unter gewissen Umstinden die Losung un-
moglich ist. obschon dies die Discriminante nicht divect anzeigt. So #ndert z. B.
4, nicht das Zeichen, wenn 9, und d,, negativ werden, wenn 9d,,, 8,,, d,,, d,,
positiv bleiben, . h. wenn %, und £, sich schneiden oder einschliessen und 7, k,
sich einschiiessen und doch ist eine Losung unmioglich. In der That lisst sich
durch dhmliche Betrachtungen wie oben bei 4, beweisen, dass 4, unter diesen Um-
standen negativ ist.

Ganz nimlich so verhiilt es sich mit den noch iibrigen drei Paaren conjugir-
ter Deriihrungskugeln. fiir welche man hat:

v /7],, 0 8, e D VR
; ra——. ) e = * P 2 l': ) '..
1 ’ J" ')l 3 813 3 0 ‘7'3 i 1 * 16
43“ 8.”1 (/1“ 0
0 &, d, d,l
16 N e AT Y
) f; R | ’/“‘ 15‘23 0 6Hl e 7 Ly,
| 814 dyy 8::4 0]
0 8, &, d
8. 0 dy 8] :
47 ay=—1 D" M et DY R
K ’& 2 §s s 0 &y, R
’714 6’.’& bis; 0

Auch der Auwsnahmefall 1) =0 gestaltet sich bei diesen siehen Paaren conjugirter
Kugeln wie bei .7,. Ist ferner auch hier @ =0, so bedeutet dies finw »,, 4,. 4,
4y, dass eine dussere Tangentialebene an zwei der gegebenen Kugeln eine innere
fiir die andere sei. und fir »4,. #.. 4., dass eine iussere Tagentialebene an zwei
der gegebenen Kugeln eine innere fiir die zwei anderen sei.  Liegen die Mittelpunkte
aller vier Kugeln in einer geraden Linie auf der zy Ebene, so muss fiir das zweite,
dritte und vierte Paar conjugirter Kugeln das erste Paar conjugirter Beriihrungs-
kugeln an dvei der gegebenen Kugeln auch die vierte und zwar in der entgegenge-
setzten Art wie die tbrigen berithren: fiir das seehste, siebente und achte DPaar
dagegen muss beziiglich das zweite, dritte und vierte Paar conjugirter Beriithrungs-
kugeln an drei der gegebenen Kugeln auch die vierte beriihren und zwar so, dass



30

von den vier Kugeln immer je zwei gleichartic berithrt werden.  Man hat dann
als Losung jedesmal unendlich viele Kugeln von demselben Radius,  Die einhiillende
I'lache kann auch hier degeneriren in cinen Kegel, der entweder in seinem einen
Fache drei Kugeln. in dem andern eine. oder in jedem Ilache zwei Kugeln beriithrt.
In iilmlicher Weise modificirt sich der Iall, wo die Radien aller Kugeln gleich
sind und ihre Mittelpunkte auf der z» Ebene Jiegen: man hat auch hier wiederum
unendlich viele Sehnitt- beziiglich Beriihrungskugeln von verschiedenen Radien, deren
Mittelpunkte alle auf einer geraden Linie liegen, dic auf der «y Ebene senkrecht
steht, und wenn ausserdem die Mittelpunkte der gegebenen Kageln in gerader Linie
liegen, d. h. wenn sich c¢in Cylinder um die vier Kugeln legen Tisst. so hat man
als Losung unendlich viele Ebenen, welche der Axe jenes Cylinders parallel sind.

Die acht Werthe der ¥ und .7 stehen unter sich in einem merkwiirdigen Zu-
sammenhang, welcher aus zwei der interessanten von Schubert, Zeitschr. fir
Math. und Phys., XIV, pag. 513, entdeckten Relationen zwischen den Radien der
acht Paare conjugirter Beriihrungskugeln erkannt werden kann. DBezeichnet man
namlich mit o, und o,* die Radien der heiden ersten conjugirten Berithrangskugeln.
mit o, und o, die Radien des zweiten, mit o, und ¢,* die Radien des dritten Paares
w. 5. w.. so haben die erwihnten Relationen folgende Gestalt:

1 | I | | 1 1 I 1
0,0 0 n‘-fo u‘+n 0. 0.0 0.0'" 0.0/ 0,0
V1Nt Ve Ve Ni N7 Vs s N2 N2 N3 N3 Va4 N5 NB
1 I \° 1 1\ 1 i 1
foreten ) el s 3 o) o ft] =
0 Oy Og O 07 (J: Oy Oy

1 I X° 1 1N% £1 1\? 1 1 &
z( +~J+(~+~;+(-+7 +(~r;-

0y Oy 05 Oy 01 Q4 Os 95
Sabstituirt man nun in den Gleichungen 22 und 23 statt Y und Z ihre

Werthe » +», und » —»,, nachdem man » =0 gemacht hat. so crhilt man:

RS LY T UL

48y ri4 7 = il == ().
Nach 27 ist: .
; 1 e T e R P
I L k [ "
| #, =73 l k! I
ro—r, om 1" k"

was sich dadurch, dass man die erste Horizontalreihe nacheinander mit »,—r,.
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ten Horizontalreihe abzieht.

1

§]
0

ri =7

k—(r,—nr,)?

m—(r,—r,) (r,

_)-‘]
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l—Ory—r,) (r,—r,)

oder mit Iilfe der Gleichungen 34 in:

d,,

Daher ist nach

Berticksichtict

+4r,v+0u=4D"

geht in:

—1

—1

1t d,,-
1 td,,

1
()
—1
0
0
0 1
1 dys
0
—dy
_(124

Baltzer Det.

mat

nan noch.

—r, multiplicirt und in derselben Ordnung von der zweiten. dritten, vier-
umformen lisst in:

ros=Ty Y=, ;
L— (=) (0, =0,)  m—(r,—7r,)(r, 74)!
I_(7 -7, ) ”'_—(/'1 1)(7 74)'
71_"“1'"'7.1)”1—'4) ]‘ﬂ—( |'"74)2 |
F (@t dis—dis) 3@ t+d—d,,)
- d:»:x) llm .lz (dm+ (714'- d:n) o,
_(I‘u) l(’zln'i"du__ (]:14) ([l-l
2(712 (l|2+dm_(72:l (112+(114 24
']1:+’113—(13.': 2(713 {]m+d|4 04 =
ditd—dy, ditd,—d,, 2(114
d.. d s dy
2d,, diptdyy—dys dytd,,— (124‘
do+d,,—d,, 2d,, di,+d,,—d,, l o
’]l‘:_l_ ’[H"'(Zz» ’]|:1+ (,I-l_([ihi 2d14 ‘
1 dy, ds d, :
5 =] ds Ao — dyy dyy— dy, .
® | —1 dy dys dys dy — dy,
|—1 d,, dyy dy, dy, dyy !
1 1 o1 1 1 1 %
iy i ’ 1 0 d, d,, d, ‘
—d,, —d,, # =—111 d,, 0 d,, dg
0 Dy | i1 d,y dyy O d,, !
—d,, 0 | 11 dy,, dy, dyy O |
8. 16,. 13:
49) L=—TV"

dass 4, =v2—/'u=41)"V'2].’," und 47 %4+

<0 folet 2+)1/'—)DI V]{‘ 0’

N

D?o?

e=0.

wodurch 48 iiber-
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Dz
Es ist also:
4D2(R2-—Q) D2o?
(o, + 0, ———= und ¢, 9, = — =5
If‘ N1 N1 ]fl 2
woraus:
L et und (! l\,z 4 D? Vi]ij o _
Y (’11_ ]) y¥ (i}l 0, - D? “ =) 94

folgt. Die erste der oben gegebenen Relationen von Schubert erhilt dadurch
die Form:
51) V;2+ Vl';‘3+;‘;'.’+ '[/;2___]'/:‘2_*_17;2_*_ I’:g“i' I;"‘

und die zweite, wenn man bedenkt, dass:

1 1)\* 4 il 1\*

i) =G

{'1 QI “l 1'1 ’\'l (‘I
mit Beriicksichtigung von 51:

52) A +d,+d.+4,- A+ A+ 4.

Aus der letzten Relation schliesst man, dass, wenn das Ite. 6te, Tte
und 8te Paar conjugirter Kugeln reell. beziiglich imaginir sind,
dann wenigstens eins der iihrigen Paare reell beziiglich imaginir
sein miisse: und ebenso umgekehrt, dass, wenn die Paare 2, 3, 4 und
5 reell beziiglich imaginiir sind, danun wenigstens eines der iibrigen
Paare reell beziiglich imaciniir sein miisse.

(Schluss folat.)



