Stoll, F. X. (1875): Neue Beitrage zum Problem des Apol-
lonius, Zweiter Theil, In: Programm des GroBherzoglichen
Gymnasiums zu Bensheim fiir das Schuljahr 1874—1875,
Darmstadt.

Neue Beitrige zum Problem des Apollonius.

(Schluss der vorjihrigen Abhandlung.)

Es ist interessant, die Werthe der Summen auf beiden Seiten der Formeln
51 und 52 kennen zu lernen. Auf dem Wege, der dazu fithrt, kommt man zu-
gleich zur Entwicklung der Schubert’schen Relationen. Wir formen zu diesem
Zwecke vorerst die Ausdriicke fiir .7, oder »*— Zu (Gl 35), 4 oder —V,* (Gl. 49),
v 29, 4 (aus Gl. 27 und 28) und 4¢° D* (aus Gl 29) so um, dass darin statt
der Grossen d die Mittelpunktsentfernungen ¢ der gegebenen Kugeln vorkommen.
Es ist namlich:

| 0 0122— (71 —7'2)2 ('1:12"’— (rx _)':1)2 0‘142’_ (7’, '—"‘4)2 |
2 . . )2 2 " v ) 2 . 2
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: 0142'“— (V‘ ’—7'4)2 (‘242 = (7'2_7'4)2 (.,“2 e (")‘3 —7'4)2 0 I

Durch allmihliche Erhéhung der hier vorkommenden Determinante auf den
7ten Grad erhilt man leicht:

‘ l rl? 7‘22 7‘:52 7‘42
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Verfihrt man ebenso mit:
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Man erhélt ferner aus 27 und 28, wenn man

die nothigen Substitutionen vornimmt:
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und durch dhnliche Transformationen wie oben:
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Endlich gibt Formel 29 nach Ausfithrung der Substitutionen zuniichst:
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und nach der Transformation:

2 2 2 2

A0 R S €, S S

|

PR 3T 15

2 2 2|
,-6 16 2D2_§rx 1 0 012 613 Cu |
9 ) 9 CET! =2 | 2 2 2 |

|

|rz L ¢, 0 ¢ 6,

i 7'32 1 0132 Cesz 0 0342

f==a 2 2 2

EAg ot Cas”  Cay 0

Diese Formel fiir den Radius der Orthogonalkugel bat auch G. Bauer Miinchener
Ber. 1873. 343 gefunden. Vergl. Jahrb. f. d. Fortschr. d. Math. V. pag. 92.

Die den acht Paaren von Berithrungskugeln angehdrigen 4, Vund »+ 27, 4
unterscheiden sich von einander nur durch die Vorzeichen der » (vergl. pag. 4 des
vorjiahr, Progr.). Addirt man daher 4,, 4,, 4,, 4, zusammen, nachdem man vor-
her nach Produkten der Elemente der ersten Horizontal- und Vertikalreihe zerlegt
hat, so heben sich alle Glieder, welche Produkte verschiedener » enthalten, und
ibrig bleiben nur diejenigen Glieder, worin die Quadrate der » vorkommen, und
ausserdem ein Glied, welches gleich ist D? multiplicirt mit einer Determinante,
die nach 56 den Werth 16 9*D* hat. Die Coefficienten von % »,% »*% ».* sind
Minoren dieser Determinante und bedeuten je das 32fache Quadrat des Produktes
aus der gegeniiberliegenden Fliche des Mittelpunktstetraeders in den Orthogonal-
kreis der drei in den Ecken derselben mit den drei iibrigen » beschriebenen Kreise.
Ist z. B. £, die Tetraederfliche, welche der Kugel mit dem Radius », gegeniiber-
liegt und P, der Radius des genannten Orthogonalkreises, so ldsst sich analog der
Formel 56 beweisen und ist von G. Bauer a.a. O. bewiesen worden, dass:

1%
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57) —32P°f*=|r" 1 0 ¢4 ¢’ ist

'rsz 1 6‘232 0 0342
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Man hat demnach:

58) Ayt dy+ a,+ 45=a,+ 2+ 24,4 4,=
=16 D' ' —64 D' (r,* B "+ 7B £+ 1 B2 P+ v B2 ).

In derselben Weise erhidlt man:
59) ViV VRV =V, 4V, 4V V=

241)‘.’__ 16 (r12f;2+ 7.2‘-’/;2+ r32f;2+ r‘ﬁf‘2).
Nun ist nach Gl 50:

o B W " D*o* ., ..
a4,=D* o' ——) und V, = — —— folglich:
: S \o 0.! & 0, 0"’ ;
N1 N1 N1 N1

4, — 42 92 V,2= D* 94 (_1_ ER Ol’)z;
. Nt St/
man hat daher auch, wenn man, wie Schubert a.a. 0., das Produkt der reci-
proken Radien zweier conjugirten Kugeln mit ¢, und das Quadrat ihrer Summe

mit 7r; bezeichnet:

60) mw,~+ w4 m,+ wy=m, + wg+ w, + Wy =

:%‘} [lef;2(92—1),2)+”'22f;2(()2—‘P22)7‘321‘;2(92—‘-})32)+?’42f42(92'—P‘2)] und

61) o +o+at+e=0a+e4+a+a=
= o (R R R DY)
Ferner folgt aus Gl. 50:
(»+2r,4)'=4D*V,*R*—4 D*0*V,*=4,—4D**V,*=D'o'n, .

Entwickelt man also die Determinante auf der rechten Seite von Gl. 55 nach
Elementen der ersten Vertikalreihe, so dass man eine Summe von 4 Posten er-
hilt, welche beziiglich die Factoren #,, »,, »,, », enthalten und wie bei Schubert
durch 1, 1,, I, 1, bezeichnet werden sollen, so erhiélt man nach der Erhebung ins
Quadrat fiir die 8 Paare von Berithrungskugeln die von Schubert gefundenen
Gleichungen:

m=H4L+ L+ L+ 1), 7T-z=(—l1+l2+l:x+(4’27
me=(—lL—4L+ 1+ 1), m=(+4—L+ L+ 1),
”7=(—lt+lz“ls+l4)2v 7 4=(+l1+l2—l3+l4):7

"a=(_ll+lz+lq—14)2v ”o=(+ l1+lz+[3_l4)z'
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Da aber =&, + 7,4+ 7, + m,=n,+ 7, + 7, + 7, =4 (1,*+ L, + 1,4 1,”) ist, so
lehrt die Vergleichung dieser Relation mit GIl. 60, dass:

=4Tlfll{)2_1£‘ ___47'2]‘.2‘/02—?‘2_2’

62) : Dy : Dy’
l = 4'&@£ l —éf_lfdl/(’?—P«z,
3T - D(’2 g — D92

wo iiberall das positive Zeichen fiir die Quadratwurzeln zu nehmen ist.
Die von Schubert aus seinen obigen Gleichungen gefundenen Relationen:

(7, + wy— . — ) — (4 7wy — ,— 7r,) =
=(m,+ 7, — ay— my)— (m, + g — m,— )’ =
=(a,+ n,— a,— ;) — (m, + ny— ny,—mw,)’ =
e (7 + 7 —m— 7,) (@ptbm = =) o= ”7)_

7w, + wy+ w, 4 7,
i P ) (7, —m—m) (7, + my— 1, — )
7T, + 4+ w,+

haben auf jeder Seite den Werth 256 7, [, I, I, d. h. nach 62:

16‘7’1 rr s V((’2—P12) (92_1)22) (()2—P32) (QZ_P‘lz)- (63)
D Qa

Wir wenden uns jetzt zu dem zweiten Theile unserer Untersuchung, namlich
zur Bestimmung der Modalitédt der Losungen. Je nachdem die Gleichungen
22 und 23 entweder jede zwei Wurzeln von demselben Zeichen oder von ver-
schiedenen Zeichen liefern, hat man zwei gleichartige Schnitte beziiglich
Beriihrungen oder zwei ungleichartige. Beschrinkt man sich auf den Fall der
Beriihrungen, wo @ =0 ist, und bedenkt man, dass das constante Glied in beiden
Gleichungen A4*+ B*+4- (% als die Summe dreier Quadrate, immer positiv ist, so
ergibt sich, dass Wurzeln von demselben Zeichen dann vorhanden sind, wenn die
Grosse A+ B+ C?— D? oder —V,* positiv, Wurzeln von ungleichem Zeichen,
wenn diese Grosse negativ ist. Hiernach ist die vollstindige Determination der
Aufgabe in sehr einfacher Form moglich; man kann nimlich sagen, dass das
erste Paar conjugirter Kugeln existire, sobald 7, und B, entweder
beide zugleich reell oder beide zugleich imagindr seien und dass
im ersten Falle ungleichartige, im zweiten gleichartige Berithrun-
gen stattfinden. Aehnliches gilt mutatis mutandis fiir die iibrigen
sieben Kugelpaare.



Der Ausdruck:

[ 4 r—r, r,—r, r,—r|
Ve r,—r, k l m | _
! r,—7, l x n
r—ry m n kY
1 k—(r,—r,)? l—@r,—r,) (r,—ry) m—(r,—r,) (r,—r,) !
= I— (r, _).g) ()'1 _"3) k— (rx __7'3)2 n— (7.1 _7'3) (rl 5% 7") :
m—(r,—nr,) (r,—ry) n—(r,—r,) (@,—r) E'—(r,—r) i

lisst iibrigens noch eine merkwiirdige Umformung zu, welche eine sehr anschau-
liche geometrische Bedeutung hat. Bevor wir dieselbe ausfiithren, miissen wir noch
ein Paar neue Bezeichnungen einfithren. Die zu:

| & B: 7

'@, B, 7, =D adjungirte Determinante sei nimlich:
lay P 74

4, B, C,

9 B AR B Y

|4, B. C.|

'kl m |
and die zu ¢ & w = D* adjungirte Determinante sei:
m  n kY

K L M|
L K N|=D%
M N K-

dann findet man leicht folgende Identitidten:

| K=4,"+B,+C,’, E'=A+B*+C,}, EK'=A+B+0.
|L=4,A4,+B,B,+C,C,, M=A,A,+B,B,+C,C,, N=4, 4,+ B, B+, (..

Entwickelt man nun das Quadrat der Determinante:

64)

| =7 & lg-z Te |

| — 3, 73
T % P T ey (r,—r,) K+ (r,—r,) L+ (r,—r,) M,
E Yoty Gy 0 Y |

0 d, "B 0

welche wir mit S bezeichnen wollen, so ist:
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k+ (rl _7,2)2 l+(7‘1 —7’2)(7'1 _7'3) 977,+(7‘1 —ri)(rl —?"3) A2 “2+B~z 182'*'02 72

Si— Z+(7“—-7'2)(7‘1—7‘3) k'+ (7'1—7'3)2 ’IZ-I-(T! ——7'3)(1”1 —7‘4) Az aa+B2 ﬂs+027/3
m+(r,—r)(r,—r) n+(r,—r)r,—rd = F'+(ri—r)" 4, ad-B,4C, 7,
A,e+B,g,+0C,y, A,e,+B,84C,7, 4,0 +B,+C,7. A,+B,*+C,* |

oder, wenn man beriicksichtigt, dass 4,°+ B,”+ 0,*= K, A,«,+ B,8,+ C,7,=D,

A,a,+ B,g,+ C,y,=A,a,+ B, 3.+ C,7,=0 ist, durch Entwicklung nach den
Produkten der Elemente der letzten Horizontal- und Vertikalreihe:

i 1 —(7'1—73) '—(7'1 —7) '—‘(7’,—‘7‘4) 4 1 —(‘)‘ _7.) _(7. _7.)

P, k l m
St=K|* "3 —D*|r,—nr, K noo|
7, —7, l K n s
3 | 7, —7s n k |
7Ty m n k

Die mit K multiplicirte Determinante ist aber gleich 2 D*— V,* und die mit
D* multiplicirte gleich 2 K—4 F,*, wo unter F, diejenige Fliche des Tetraeders
V, zu verstehen ist, welcher die Kantenquadrate d,,, d,, und d,, zugehoren; denn

es ist nach Gl. 34:

[ =y Ty
T P n o |=
| =1y M ko
| 1 r,—, P =Ty
= ‘[ =, d, g+ (r,—r,)° 1@t d,—ds )+ (r,—1) (r,—1) |=
| ri—1, 3(d gt dy —dy )+ (r,—7) (1, —7y) d, A+, —r)? ‘l
[0 1 1 1 |
:! d,, I +d, —d,,) R 1 0 d,, d,, ‘=4F u
|3 (dy gt d —d,y) d,, e 0 il i
1-d, i@z -0

vergl. Baltzer Det. §. 16. 13.
Hiernach ist also:
S’=KQ2D-V,")—D*2K—4F,")=—KV,>+4D*F,* oder:
s S'—4D'F;?
" LY 7o PRI e < il S
65) V. Ve

Legen wir nun an die Kugeln %, %,, %, die zwei gemeinschaftlichen iusseren
Tangentialebenen und fillen auf sie vom Mittelpunkte der Kugel £, die Senkrechten
P, und P, so lisst sich beweisen, dass der Ausdruck auf der rechten
Seite der letzten Gleichung gleich
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K(E,~r) ' —r)

ist, und da K, wie bald erhellen wird, immer positiv ist, so hingt
das Zeichen der Probegriosse —7,” nur von den Zeichen der Facto-
ren des Produktes (P,—#,) (P,'—r,) ab, wobei zu bemerken ist, dass das
Zeichen der P entweder positiv oder negativ genommen werden muss, je nachdem
der Mittelpunkt von %, auf derselben oder auf der entgegengesetzten Seite der
zugehorigen Tangentialebene liegt, wie der Mittelpunkt von Z,, den wir zum An-
fangspunkt der Coordinaten genommen haben.

Zum Zwecke des Beweises ist es nothig, die Gleichungen der gemeinschaft-
lichen dusseren Tangentialebenen an %, &y, %, zu entwickeln. Um die Gleichungen
aller 8 moglichen Tangentialebenen auf einmal zu erhalten, kénnten wir den von
Hesse, Vorlesungen iiber analyt. Geometrie des Raumes, 1. Aufl., pag. 97, ge-
lehrten Weg einschlagen. Wir wiirden dann am Ende zu einer Determinante des
11ten Grades gelangen, welche in Bezug auf die Coordinaten z, ¥, z vom Sten
Grade wire; diese Determinante hitten wir dann noch in 8 lineare Factoren zu
zerlegen. Da aber dieser Weg fiir die praktische Ausfiihrung etwas umstindlich
ist und zu sehr weitliufigen Rechnungen fiihrt, so wollen wir lieber ein Paar Tan-
gentialebenen nach dem anderen auf einem fiir diesen speciellen Fall geeigneteren
Wege suchen. Eine gemeinschaftliche dussere Tangentialebene an die Kugeln £,
k,, %y in der Normalform kann ndmlich nacheinander die Formen annehmen:

xeosa+ycosg4zcosy —r, =0,
(JC T as) Cos + (Il/ S ﬂ%) coS ‘3 + (‘Z e, 73) COSy —r,= 0,
(x — ay) cos e + (y — ) oS 3 + (2 —y4) cOs y — ry =10,
wenn man das Coordinatensystem nach einander parallel mit sich selber vom Mittel-

punkt der ersten Kugel nach den Mittelpunkten der dritten und vierten verschiebt.
Daraus folgen aber die Gleichungen:

0, COS a 4 §,C08 B + 7, €08y =17, — 1y,
@, COS & - $,C08 B 4 7, C08 7 =1, — 7y,

welche in Verbindung mit der ersten der drei obigen Gleichungen fiir die Cosinusse
folgende Werthe ergeben:

Ty E 7, y 2| ) z y z r, 2 |
’ a, Py 1(c8a=|r,—1r, B 7, lag By 7,|C08 8= | %2 o T !'
s Ba Bl ri—rs Bi 7. t a Pa Ya oy =7 74|

z Yy =z r- Yy 7y

| | |
|
@ B 73‘0087=|u3 3, 71—7'3=-
221 ‘34 7a l“-} B 1y




* will man dieselbe in der Normalform haben, so muss man sie noch mit dem-.

|
|
a5

|

i

B

Die bekannte Relation cos® « + cos® 8 4 cos? 7 =1 liefert dann mit diesen Werthen
der Cosinusse als Gleichung der zwei conjugirten dusseren Tangentialebenen:

|12

iy -9 zr ool s LS B e iy z Yy 2\
] |
0 - . - | 0 . —_— .
66) |7,—ry By 73l+'“3 5 s +[“3 By - ri—try = &Iy Bl
=ty B %l ey, Ty Y, e, P r,—, e, B %

Coefficienten, den #7,® nach der Entwickelung erhilt, dividiren. Dieser Coefficient
ist aber gleich:

A LG I, T 7 L I S M s X
Ms 7.:1_*_‘ 3 /3 + 3 .‘?s =j122+.822+02':]f.
Be 74 [ &y T4l [ €y Py
Der Gleichung der Tangentialebene kann man noch eine andere Form geben, durch
welche ihre Zerfillbarkeit in 2 Factoren des ersten Grades ersichtlich wird. Addirt
man namlich auf beiden Seiten derselben das Quadrat der Determinante:

lz y -2
i“s B 1:|=4Az+ By+C,e,
ia4 f'))4 ?/4

so geht die linke Seite derselben nach Baltzer Det. §. 5. 2 iiber in die Deter-
minante :

Py +ant e thy+netn(n—r) eatfytyatr(r,—r)
a, o+ 3, y+y,z2+r, (r,—r,) I+ (r,—ry)* n+(r,—r,) (r,—7r,) ;
ar+3 y+tyetr, (7.1 —7'4) n+ (7‘1 TE ’i‘:,) (7’1 =) k" + (7'1 _7.4)2

welche wir mit R bezeichnen wollen, so dass diese Gleichung jetzt heisst:
R—2(4,z+ B,y + C,2)’=0.

Nennen wir aber S‘ die Determinante:

o x y 2|
T & ﬂa 7s :
r=re 8 B 1. ’

b £ B 0
S0 ist:

A e e ¢ (!3[(/‘+p’3;?/+ 732‘+’)‘1 (7'1—7'3) “4x+ﬂ4y+ 74Z+rx (7‘1 _7'4) A2x+-82?/+ C‘az

ayZ+ Y+ 7,2 +0,(r,—r) k'+ (r, —7'3)2 n+(r,—r) (ry—r,) A2a3+B2t33+0273
“4x+/94?/+ ;’42-!-}'1 (ry—=7,) ""H'r: g 7.3) “'1 53 ’.4) 7l:”+ (ﬂ '—7‘4)2 Ag 0¢4+B2.34+0274
4,2+ B,y +C,z Ayay+ B, 8+ Cy 7, Ayt B, g, + Cy7, A"+ B'+C°

2

N
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durch die Bemerkung, dass
A B 022=Kulld d,e,+ B, 8, + C,y,=A4,e,+ B, 5, + C,7,=0

ist, erhidlt man hieraus, wenn man nach den Produkten der Elemente der letzten
Horizontal- und Vertikalreihe entwickelt: . .
k + (7'1 —7'3)2 n + (”'1 —‘1‘3) (7.1 —'7.4)

S =KR—(A3Z'+B2?/+ ng) . ‘n—{- (rl——f’a) (T‘ ——7'4) ]\',”_l_ (7’1—7'4)2 3

die Determinante auf der rechten Seite hat den'Werth 2K—4F,* so dass endlich
S*=KR-—-Q2K—4F,*)(Ad,2+ B,y+C,2)*

herauskommt.  Substituirt man aus dieser Relation den Werth von R in die
Gleichung der Tangentialebene, so erhilt man fiir dieselbe die neue Form:

67) S*—4F,*(Ad,z+ B,y + C,2)*=0,
welche sofort in die beiden Factoren:
S+ 2F, (4,24 B,y + C,2) =0
zerfillt, welche man, um sie auf die Normalform zu reduciren, jeden durch K zu
dividiren hat. Wir wollen hierbei bemerken, dass auch die Grisse K eine ein-
fache geometrische Bedeutung hat; sie ist ndmlich gleich 4,*+4 B,*+ C,* d. h.
gleich der Summe der Quadrate der Projectionen der doppelten Fliche des Drei-

ecks der Mittelpunkte 1, 3, 4 auf die drei Coordinatenebenen, folglich gleich dem
Quadrate dieser doppelten Dreiecksfliche selber, d. h. gleich 4f,%

Wire, um die Aufgabe allgemeiner zu stellen, verlangt worden, die Gleichung
der Tangentialebene an die Kugeln £%,, %,, &, zu finden, so hitte man von den
Gleichungen ausgehen miissen:

(z—a,)cos e+ (y—g,) cos B+ (2 —7,) cos y —r, =0,
(x—-aa)cosa-l-(y—-p’s)cosﬂ—}— (ZM73)0057~7.3=0a
(‘T—ad) os « + (-” _F}A)COSP)_’— (5—74) COSy — 7'4=0! Y
aus welchen folgt:
(“3 o az) COS « + (ﬂa opee ﬂz) COSﬁ o= (73 T 72) COSy =171, —17,,
(¢~ az) cos a + (.84 _.82) s B+ (y,—7.)cosy=r, 7.
Man hitte daher in Gl 67 », mit 7,, «,, &, 74 @ By 74 Mit «,—a,, 8, — B,
Yo = Yoy, @ %y Be==Bss Vi s und z, y, 2 mit z—e,, Y= B £—7: 20-Yerr
tauschen; dadurch gehen 4,, B,, C, beziiglich iiber in 4, 4 A, 4+ 4,, B, + B, + B,.
C,+ C,+C, und K in Folge dessen und der Identititen 64 in K-+ K+ K"+
+2L+4+2M+ 2N, was gleich 4f,* ist; vergl. Baltzer Det. §. 17. 8. Die Glei-
chung fiir die Tangentialebenen hiesse alsdann:
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68) 'ty F: 2[(‘42 < A3 + ‘44)-)3 5 (B) . Bs =fe B4)y+ (Cz + Cs + 04)2]2,

wo unter S‘ die Determinante:

. X v z Y i
|, r— e, Y—p, 7.

' 17 «, A 72
g,r‘z_.rs {(3—((? ,)’3’_‘{))2 73_7/2 ot 1 » « ﬂ 7
(73—, a,—a, :34”“19» Ts— 7 1 ,.s as ﬂs 73
| 0 A+A4+4, B4+B+B, C+C,+C, : ; ; )

00 A+A+4, B+B,+B, C,+C+C,
zu verstehen wire.

(zehen wir nach dieser Abschweifung wieder auf Gl. 67 zuriick und setzen in
derselben « = «,, y=4,, 2=17,, s0 bekommt man, weil

N

1

|
a, By 7, |
. 4 |
Yy p)s 73!
| |
7

=r, K+(r,—r,) L+ (r,—r)Mund 4,e,+ B, 3,4+ C,y,=D ist,

r
| o 4, B, ¢,
PK=r K+ (r,—r) L+ (r,—r)M+2DF, und
P K=vr K+ (r,—r,) L4+ (r,—r)M—-2DF,.
Subtrahirt man auf beiden Seiten dieser Gleichungen r, K, so ist:
P,—r)K=(@r,—r,) K+ (r,—r,) L+ (r(—r,) M4 2D F, und
(I)‘zl_ 7‘2) K= (7‘1 R 1‘2) K + (71'—'7’3) L + (71_74) M — 2DF2,
woraus durch Multiplication folgt:

K®—r) (Bi—r,) ==t B+ (=) L+ (ry—r) M]'— 4 DR
K )

also derselbe Werth, den wir oben (Gl. 65) gleich —V¥,* gefunden haben.
Ganz in derselben Weise findet man:

[(r‘—rs)K’ +(7‘1—7‘2)L+ (r,—r,) N]’~4D’F32=_V 3

41, (P —r)(B'—

B et (2 7 17 2_‘ 2
4f42(P.,—r4)(P.’-—r4)=l(r‘ R 3)\]75” O k4 R
41 (P —r) (P —r)=
_ [, —7) B+ K+ K“+2 L+2 M42 N)+ (r, — 1) (LA K+ N) + (r, —r ) (M+ N+ K*) '~ 4 D°F* _
oL , K+K'+K“42L+2M+2N oy

s "V‘ ?.
Hieraus folgt die merkwiirdige Relation:
69) 4f,2(P,=r) (B —r)=4f, (Py=1,) (B, '=1,) =41  (Py—1) (By'—1)) =4[} (Py—r ) (B, '—r )=—V, .
‘ o*
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Fiir die folgenden Paare conjugirter Kugeln lassen sich #@hnliche Relationen
aufstellen, zu deren Herleitung man die Gleichungen der drei Paare innerer Tan-
gentialebenen an je 3 der Kugeln &, k,, k,, k, nothig hat. Diese Gleichungen
konnen aber aus den Gleichungen der dusseren Tangentialebenen durch blosse Ver-
tauschung der Zeichen und Buchstaben gefunden werden. Um beispielsweise die
Gleichungen derjenigen inneren Tangentialebenen an k,, k,. &, zu finden, welche
k, und %, gleichartig, aber auf der entgegengesetzten Seite wie £, beriihren, hat
man in den oben gegebenen Gleichungen der dusseren Tangentialebenen », mit — r,,

7y 7y
und F, mit F, zu vertauschen, wo man unter F, den Flicheninhalt desjenigen
Dreiecks zu verstehen hat, welches von den Verbindungsstrecken der Beriihrungs-

7y
punkte auf %, k,, k, gebildet wird, so dass 4 F,*=0,,0,,— } (0,, +0,, —d,,)"
Sollen die Gleichungen derjenigen inneren Tangentialebenen gefunden werden, welche
to] (o] (=] e
%, und %, gleichartig aber auf der entgegengesetzten Seite wie %, beriihren, so
1 4 O (o] te] 3 ]
hat man in den Gleichungen der #usseren Tangentialebenen #, mit —», und F,

s T3
mit ¥, zu vertauschen, wo 4F,*=d,,9,,— 3 (d,, + d,,— 9,,)* w.s.w. Nemnt

r2 Tz . . . -
man nun I7, und I7,° die beiden Senkrechten vom Mittelpunkt 1 auf diejenigen
gemeinschaftlichen inneren Tangentialebenen von £,, %, k,, welche &, und %, gleich-

- . 7‘3 7'3 . .
artig, aber auf der entgegengesetzten Seite wie k,, berithren, 77, und IT,” die bei-
den Senkrechten vom Mittelpunkt 1 auf diejenigen gemeinschaftlichen inneren Tan-
gentialebenen an %,, k,, k,, welche &, und %, gleichartig, aber auf der entgegen-

 of 7
gesetzten Seite wie £,, beriihren, 141l und f[,’ die beiden Senkrechten, vom Mittel-
punkt 1 auf diejenigen gemeinschaftlichen inneren Tangentialebenen an k,, k,, k;,
welche %, und %, gleichartig, aber auf der entgegengesetzten Seite wie k,, beriihren;

| 1 T3 T3 74 Ty
haben ferner IT, und I7,’, II, und IL’‘ II, und II, etc. analoge Bedeutung, so
findet man vorerst in der nimlichen Weise wie oben die Werthe dieser Senkrech-
ten. Man hat beispielsweise:

1 71 71
ILKuwd I, K=—»  K— (r, +7r,) L— (r,+7r) M+ 2D F,,
73 73 73
ILKud Il K= r, K+ (r,+r) L+ (r,—r,)M+2DF,,
Ty 74 74
ILLKuwd I, K= r, K+ (r,—r,) L+ (r, +r)M+2DF,.

Bei dieser Gelegenheit kann man noch folgende Bemerkung machen. Addirt
man namlich die 6 letzten Gleichungen, so erhilt man fiir die Summe aller IT, K
den Werth 2 [r, K4 (v, —75) L+ (r, —»,) M]; den ndmlichen Werth erhdlt man
aber auch durch Addition von P, K und P,’K, so dass:
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Ty "1 T3 T3 T4 T4
70) P+ P'=H,+ H,'+ II,+ 11, + I, + IO,

oder in Worten ausgedriickt: Wenn man von irgend einem Punkte des
Raums auf die zwei gemeinschaftlichen dusseren und auf die sechs
gemeinschaftlichen inneren Tangentialebenen dreier Kugeln Senk-
rechten fillt. so ist die algebraische Summe der zwei ersten Senk-
rechten gleich der algebraischen Summe der sechs letzten.

Indem man analog verfihrt und schliesst wie bei dem ersten Paar conjugirter
Kugeln, erhilt man fiir die iibrigen 7 Paare die Relationen:
412 (P, —r,) (P +r)=4) (Il —7y) (]72 —7,)—4fs (113—73)(173 —y) =
= 4 (114——74)(11* —r)=—"Vy,
4/}2(;—;1_"3) (Tf‘[ll_"l)z‘l/‘:z2 (Pt 174) (1)2"*'7'2):4&2(”3_7’3) (Hal 2 7'3) e
— 4f2 (H—r) (=) =— TV,
412 \II —r )(II1 —r)=rf (II,—72 (II‘—-)z)—4f3 (Ps ~§—73) (P +15) =
= 4]‘;”(H4—'r,)(ﬂ4’—9'4)= — Ve,

Ty Ty Ty Ty 74 74
71) 412 (IL—r) (T — 1) =4 12 (I, — ry) (T1) —ry) =4 f3 (173—7‘3) (Ha’—rs) =
=4f¢ (P4+r4) (P4’+7'4) =—V

812 (ko) (1 r) = A2 () (Tl ) = 42 (T ) (T 72) =
= (Tt r) (T Fr)=— T2,

A2 (I ) (T ) = 42 (Il ) (T4 v) = 412 (T ra) (T 1) =
— 4f (H o) (e r)=— V7,

4f12 (ﬁl ‘I" 7’1) (ﬁll +r)= 4f22 (ﬁ‘z +7) (ﬁzl + 7'2) = 41%2 (ﬁa -+ 7'3) (ﬁs‘ ) =
L‘\! = 4f42(;[14+74)(ﬁ44'+r4)='- ¥e

Das Zeichen der Produkte, welche die eingeklammerten Grossen zu Factoren haben,
gibt auch in diesen Féllen Aufschluss dariiber, ob die Losungen gleichartig oder
ungleichartig sind. Da nun jedes dieser Produkte, multiplicirt mit 47* gleich einem
—V? ist, diese letztere Grosse aber, wie wir gesehen haben, immer die Form
S*— 4 D*F*?
4f®
horigen Produkte fiir irgend ein Paar conjugirter Berithrungskugeln positiv wer-

annehmen kann, so wird diese Grisse und folglich auch die zuge-
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den und die Beriihrungen also gleichartig sein miissen, sobald eines der F ima-
giniir wird, was geschieht, wenn eine oder zwei der das betreffende Dreieck ein-
schliessenden Tetraederkanten imaginir sind. Da nun die 7 auch in den Gleichun-
gen der dusseren und inneren Tangentialebenen vorkommen, so werden diese ebenso
wie die darauf gefillten Senkrechcen ebenfalls imaginir, wenn eines der F' imaginir
ist. Man kann also sagen, die Beriihrungen seien, ihre Mdéglichkeit
vorausgesetzt, immer gleichartig und zwar fiir das erste Paar con-
jugirter Kugeln, wenn die gegebenen Kugeln eine solche Lage
haben, dass ein oder mehrere Paare der dusseren Tangentialebenen
unméglich sind, d. h. wenn zwei oder mehrere der gegebenen Kugeln
sich einschliessen; fiir das zweite Paar, wenn die dusseren Tangen-
tialebenen an £,, &y, £/, unmoglich sind, d. h. wenn eine dieser Ku-
geln die zwei anderen einschliesst, oder wenn ein oder mehrere
Paare der inneren Tangentialebenen an %, &, & oder k, k, k, oder
ki, K5y ks unmoglich werden, d. h. wenn eine oder mehrere der Kugeln
kyy ks, ks von k, geschnitten oder eingeschlossen werden oder umge-
kehrt, wihrend von jenen sich wenigstens zwei schneiden oder
einschliessen. Aehnliches gilt fiir das 3te, 4te und 5te Paar. Beim
6ten, 7ten und Sten Paar werden die Berithrungen immer gleich-
artig, sobald irgend eines oder mehrere der inneren Tangential-
ebenenpaare unmdoglich sind, d. h. wenn irgend welche drei von den
gegebenen vier Kugeln sich schneiden oder in einander liegen.
Einen Fall haben wir noch zu erwihnen, in welchem die bisher aufgestellten

Regeln iiber die Modalitiat der Losungen eine Ausnahme erleiden. Derselbe tritt
dann ein, wenn drei der gegebenen Kugeln sich in einem Punkte
schneiden, welcher von der vierten umschlossen wird. Zeigen in
diesem Falle unsere Regeln gleichartige Berithrungen an, so ergeben sich in Wirk-
lichkeit ungleichartige und umgekehrt. Es fragt sich, wie dieser Widerspruch
zwischen der Rechnung unb dem thatsichlichen Verhalten zu erkliren sei oder ob
es nicht vielmehr ein scheinbarer Widerspruch sei. Zur Beantwortung dieser Frage
gehen wir von dem Grenzfalle aus, in welchem alle 4 Kugeln durch einen und den-
selben Punkt gehen; es Lisst lisst sich leicht errathen, dass dann eine der con-
jugirten Beriihrungskugeln verschwindet, beziiglich einen Radius von der Grosse
Null hat, was analytisch in folgender Weise bewiesen wird. Sieht man in den
Gleichungen 1, 2, 3, 4 des ersten Theiles dieser Abhandlung die z, y, 2 als dem-
selben Punkte angehorig an und zieht 2, 3 und 4 der Reihe nach von 1 ab, so
erhilt man mit Beriicksichtigung der Gleichungen 10, 11 und 12 nach leichter
Reduction:

2a,24 28,y + 2y, 2=d,,+ 27, (r,—r1,),

Qa0+ 28y +2y2=d,, + 27, (r,—7rs),

2a0+28,y+2y7,6=d,,+ 27 (r,—7),
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und hieraus, wenn man sich an die Bedeutung der Buchstaben 4, B, C, A‘, B!, ('
erinnert :
2Dx=2yr A'+ A,

2Dy=2r, B'+ B,
2Dz=27r 0"+ C.
Durch diese Werthe von z, y und z wird die Gleichung 1:
4r,'(4”4 B+ C"*— D"+ 4r,(4A'+ BB+ CC')+ A*+ B*+ C'=4D%p’=0.
Vergleicht man diese Gleichung mit Gl. 22, welche fir @ =0 lautet:
4 Y (A + B+ C*—D*)+4Y(AA'+ BB+ CC)+ A* + B*+ C*=0,

so sieht man, dass der letzteren durch Y =17, geniigt wird. Da aber Y=1r-1r,,
so muss 7 in diesem Falle gleich Null sein. Den anderen Werth von # erhilt
man, wenn man die Gleichung 22 (fir @ =0) durch Y —», dividirt und den
Quotienten gleich Null setzt; denn da », fiir diesen Fall eine Wurzel der Gl. 22
ist, so muss dieselbe durch Y — 7, ohne Rest theilbar sein. In der That ist der
Rest der Division gleich:

4r2(A*+ B+ C*—D*)+4r, (AA'+ BB+ CC) -+ A*+ B* 4 C*=0,
was wir oben gleich Null gefunden haben, wihrend der Quotient ist:
4Y (A% B*4 C*— D*)+ 4[44'+ BB+ CC' + r,(A4”+ B+ C*— DY)];
setzt man diesen gleich N ull, so erhdlt man:

AA'+ BB 06y @ 2B 07— DY)
1’1’2—{*- B:2+ (fuz_Dz

Da aber Y =14, ist, so folgt hieraus der zweite Werth von
. AA'+ BB+ CC'+21(A"+ B+ C"'—DY v+ 2n
7

Y=—

= ;‘142_"_ ]}ri'__*_ 0*— D

Auch dieser zweite Werth von » wird gleich Null, sobald die vier Kugeln
durch die némlichen zwei Punkte gehen oder einen und denselben Kreis zur ge-
meinschaftlichen Durchschnittsfliche haben. Fiir den ersten Fall nimlich haben
z, y, z je 2 Werthe, fiir den zweiten unendlich viele, man hat deshalb fiir das
Eintreten beider Fille die Bedingungsgleichungen:

D=0, 2rn,A'+A=0, 2r,B'+B=0, 2»C'+C=0,

und fiir den zweiten ausserdem noch:

LS N e S
72 7s 74 Te T3 T
Dadurch wird aber der oben gegebene zweite Werth von » =0.
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Denken wir uns nun einmal den Fall, die vierte Kugel schliesse den Durch-
schnittspunkt der drei ersten nicht ein und unsere Regeln ergiben das Vorhanden-
sein zweier gleichartiger, etwa einschliessender Berithrungen. Lassen wir jetzt
die 4te Kugei dem Duarchschnittspunkte der drei andern stetig sich nihern, so wird
der Radius der einen Beriihrungskugel stetig abnehmen und zuletzt Null werden,
sobald -die vierte Kngel mit einem Punkte ihrer Oberfliche den Durchschnittspunkt
der 3 andern erreicht hat, wihrend die zweite Beriithrungskugel zwar auch stetig
in Lage und Dimension sich indert, aber immer in der nimlichen Weise wie
vorher die 4 Kugeln beriihrt. Das Letztere wird auch noch der Fall bleiben,
wenn die 4te Kugel iiber den Durchschnittspunkt der andern stetig hinausgeht und
denselben einschliesst; dagegen wird jetzt der Radius der ersten Beriihrungskugel
wachsen, aber in Bezug auf die Oberfliichen der 4 Kugeln die entgegengesetzte
Lage haben, wie vorher. Die erste Beriihrungskugel wird also jetzt, anstatt die
vier Kugeln einzuschliessen oder von ihnen eingeschlossen zu werden, dieselben
ausschliessen, und man wird zwei ungleichartige Berithrungen haben. ohne
dass die analytischen Bedingungen der Aufgabe sich geiindert hitten. Dieses Ver-
halten wird so lange dauern, bis die stetig vorriickende 4te Kugel zum zweiten-
male den Durchschnittspunkt der drei andern iiberschritten hat, weil die ungleich-
artig und zwar einschliessend berithrende 2te Beriihrungskugel jetzt in eine gleich-
artig und zwar ausschliessend beriihrende sich umwandelt; somit ist jetzt wieder
der normale Zustand hergestellt. Ebenso wird dieser normale Zustand herrschen,
wenn die 3 ersten Kugeln sich in 2 Punkten schneiden und die vierte ihre bei-
d en” Durchschnittspunkte einschliesst, weil man in Bezug auf den zweiten Durch-
schnittspunkt die némlichen Schliisse machen kann, wie in Bezag auf den ersten
und die Verhiltnisse, die durch die Einschliessung des ersten Durchschnittspunktes
eine Umkehrung erfahren hatten, durch die Einschliessung des zweiten eine Um-
kehrung dieser Umkehrung, d.h. eine Riickkehr in den normalen Zustand erleiden.
Es kommt schliesslich noch darauf an, ob sich auch analytisch dieses abnorme
Verhalten erkliren lisst. Im Anfange dieser Abhandlung haben wir darauf auf-
merksam gemacht, dass die Gleichungen 22 und 23 vier Werthe fiir » lieferten,
von denen immer 2 positiv und 2 negativ seien. Im Allgemeinen, wurde weiter
bemerkt, konne man nur die positiven Werthe brauchen, sei es, dass sie aus einer
einzigen dieser Gleichungen oder der eine aus dieser, der andere aus jener Glei-
chung hervorgingen, und nur da, wo Lagenverhiltnisse der Radien, die einen
entgegengesetzten Sinn hiitten, in Betracht kimen, sei es gerechtfertigt, auch einen
negativen Werth als Losung anzuerkennen. Dies ist nun, wie aus der vorhergehen-
den Auseinandersetzung klar geworden sein wird, hier wirklich der Fall. Schliesst
nimlich die vierte Kugel den Durchschnittspunkt der drei iibrigen nicht ein und
finden zwei gleichartige einschliessende Beriihrungen statt, so gibt die Gleichung
23 zwei positive Werthe fiir », die Gleichung 22 zwei negative von beziiglich der-
selben absoluten Grosse; wird aber der Durchschnittspunkt der 3 Kugeln von der
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4ten eingeschlossen, so liefern beide Gleichungen einen positiven und einen nega-
tiven Werth fiir » von beziiglich derselben Grisse. Diesmal hat man nicht aus
der einen Gleichung den einen positiven und aus der andern den andern positiven
Werth fiir » zu entnehmen, sondern aus einer von beiden, gleichgiiltic welcher,
sowohl den positiven als den negativen Werth; denn in der That hat der Radius
der einen Beriihrungskugel jetzt im Vergleich zu dem friiheren Zustande die ent-
gegengesetzte Lage.

Endlich sei noch der Ausnahmefall D =0 erwihnt, in welchem alle 4 Kugel-
mittelpunkte auf einer Ebene liegen. Dann hat — P fiir alle 8 Paare die Form
2
af*
gleichartig, was mit dem Seite 19 der vorjahrigen Abhandlung Gesagten iiber-

einstimmt,

ist also positiv: die Beriihrungen conjugirter Kugeln sind dann immer

s



