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Die Hauptaufgaben der sphérischen Trigonometrie,

zuriickgefiithrt auf ein einziges System von drei simultanen Gleichungen.

Von Gymnasiallehrer Dr. F. X. Stoll.

§. 1. Einleitung und Begrenzung der Aufgabe.

Die Veranlassung zu der folgenden Arbeit gab das Programm des Herrn Diekmann ,Ueber
die Zuriickfiihrung der Hauptaufgaben der Trigonometrie auf ein System von drei linearen, simultanen
Gleichungen®, Essen 1877, in dem derselbe in dankenswerther Weise aus den Formeln, welche die
Projectionen zweier Seiten eines ebenen Dreiecks auf die dritte bestimmen, alle Sitze der ebenen
Trigonometrie entwickelt und ihren inneren organischen Zusammenhang nachgewiesen hat. Weil die
Formeln, von denen er ausging, linearer Natur waren, so konnte er sich dabei des Hiilfsmittels der
Determinanten bedienen und fiir alle Hauptaufgaben der ebenen Trigonometrie ebenso einfache als
elegante Losungen geben. Nicht mit demselben Erfolge hat er es versucht, die Formeln der sphiirischen
Trigonometrie auf algebraische Elimination zuriickzufiihren, einestheils, weil die von ihm (Seite 24)
aufgestellten Fundamentalgleichungen schon die Kenntniss einer Hauptgleichnng der sphirischen Tri-
gonometrie (cos @ = cos b cos ¢ 4 sin @ sin b cos @) vorausssetzen, wihrend sie unmittelbar aus den
gegebenen Stiicken oder aus Gleichungen, welche den Projectionsformeln der ebenen Trigonometrie
entsprechen, hergeleitet werden miissten, anderntheils, weil sie selbst schon so complicirter Art sind,
dass man nur durch weitliufige Transformationen die iibrigen Siitze der sphirischen Trigonometrie
aus ihnen gewinnen kann. Dies hat auch Herr Diekmann selbst eingesehen, und nachdem er ein
Beispiel fiir die Anwendung seiner Formeln gegeben, die Sache abgebrochen. Indem ich nun da an-
fange zu bauen, wo Herr Diekmann aufgehort hat, kann ich allerdings nicht versprechen, in ebenso
einfacher und iibersichtlicher Weise, wie dies von jenem fiir die ebene Trigonometrie geschehen ist,
meine Aufgabe zu losen. Dies liegt jedoch zum Theil in der Natur derselben, indem die Seiten eines
sphirischen Dreiecks nicht wie dort unmittelbar in Rechnung gebracht werden konnen, sondern statt
derselben ihre goniometrischen Functionen, deren Zusammenhang unter sich wesentlich durch quadratische
Gleichungen gegeben ist, so dass die Aufstellung eines linearen Systems von Fundamentalgleichungen
immer nur fiir eine bestimmte Art derselben, nimlich entweder fiir die Sinusse oder die Cosinusse
oder die Tangenten der Seiten oder fiir eine aus denselben gebildete Function derselben Art moglich
ist; sobald aber neben den Sinussen auch die Cosinusse oder Tangenten der Seiten in den Formeln
vorkommen, complicirt sich die Rechnung ungemein, weil man dann wenigstens quadratische Gleichungen,
sehr oft aber auch Gleichungen hoherer Grade zu l1osen hat.

Zuziichst kommt es also darauf an, ein System von Formeln zu entwickeln, in welchen die-
selben Functionen der Seiten oder Functionen dieser Functionen, wo moglich im ersten Grade vor-
kommen. Schon die Riicksicht auf den pidagogischen Grundsatz, dass man vom Einfachen und Be-
sonderen zum Zusammengesetzten und Allgemeinen aufsteigen miisse, nicht aber umgekehrt, wird es
zweckmiissig erscheinen lassen, zuerst den Sinus, Cosinus und die Tangente eines Winkels im recht-
winkeligen sphirischen Dreieck durch Functionen der Seiten darzustellen, wie man ja auch in der
ebenen Trigonometrie zuerst an dem rechtwinkeligen Dreiecke die Begriffe dieser Functionen festzu-
stellen pflegt, ehe man zur Berechnung des schiefwinkeligen Dreiecks iibergeht. Dazu kommt noch
die Ueberlegung, dass eine Projection zweier Seiten eines sphirischen Dreiecks auf die dritte nur
dann maoglich ist, wenn man wie bei dem ebenen Dreieck dasselbe durch eine von der Spitze gefillte
Hohe in zwei rechtwinkelige zerlegt und jedes Segment der Grundlinie als Function der Seiten und
Winkel ausdriickt. Eine solche Projection ist aber unbedingt nothig, wenn man zu Formeln gelangen
will, welche den von Diekmann fiir die ebene Trigonometrie zu Grunde gelegten analog sind.
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§. 2. Das rechtwinkelige Dreieck.

Um uns auf alle Fille zu riisten, wollen wir zuerst in Betracht ziehen, welche rechtwmkehge
Dreiecke auf der Oberfliche einer Kugel durch drei grosste Kreise entstehen konnen, von denen zwei
aufeinander senkrecht stehen. Durch drei grosste Kreise zerfillt die Oberfliche einer Kugel iiber-
haupt in acht Dreiecke, von denen je zwei gegeniiber liegende Scheiteldreiecke, also symmetrisch
gleich sind und je zwei anliegende sich zu einem Kugelzweieck ergiinzen. Die Dreiecke eines Paares
der ersten Art sind nicht wesentlich verschieden, da sie dieselben Stiicke, nur in umgekehrter Reihen-
folge, enthalten. Die Dreiecke eines Paares der zweiten Art aber unterscheiden sich nicht bloss der
Ordnung nach, in der die Stiicke aufeinanderfolgen, sondern auch durch die Grosse dieser Stiicke
selber. Hat ein Dreieck der zweiten Art die Stiicke a, b, ¢, «, £, 7, wo @ ein Rechter ist, so gibt
es noch drei davon verschiedene rechtwinkelige Dreiecke, welche von Bogen derselben grissten Kreise
eingeschlossen werden, und zwar hat dann das erste die Sticke: @, =180°—a, b = 180" —b,
¢=c¢, a,=a=1R, B, =180°—8, y,=17; das zweite hat die Stiicke: a,= 1@0’—(1 b, _b
c, —180°—-c a, —a—lR B, =248, 72—-180 — 7; das dritte endlich: a,=a, b, ——1~0°—~b,
c _—180"—0 as=a=lR, B, =180°—pB, 7,=180°—y7.

Aus dieser Uebersicht folgt, dass unter den vier rechtwinkeligen, wesentlich verschiedenen
Dreiecken, welche durch drei grosste Kreise gebildet werden konnen, eines existiren muss, in welchem
die beiden Katheten sowohl als auch die beiden gegeniiber liegenden Winkel zugleich kleiner sind
als 90°, wihrend von den ljbrlgen das eine Katheten und Winkel besitzt, welche zugleich grisser sind
als 90° aber kleiner als 180° und die beiden anderen eine Kathete, d1e zugleich mit dem gegeniiber
liegenden Winkel kleiner als 90 und eine Kathete, die zugleich mit dem gegeniiber liegenden Winkel
grosser ist als 90° aber kleiner als 180°.

Wir wollen unsere Untersuchung beginnen mit einem Dreieck, in welchem die Katheten und
die gegeniiber liegenden Winkel kleiner sind als 90°; in einem solchen ist nothwendigerweise auch

P die Hypotenuse kleiner als 90°. Denken wir uns demgemiiss eine
/‘,/z\ rechtwinkelige dreiseitige Ecke, deren Seiten und Winkel diese
78 Eigenschaft haben; in der nebenstehenden Figur, welche einc solche
: \ Ecke zeigt, sei o der Scheitel und die Seite £0d stehe senkrecht
auf der Seite d0f. Man lege durch 2 eine auf op senkrechte
\. Ebene, welche die zwei iibrigen Kanten der Ecke in d und & schneidet:
diese Ebene ist die Neigungsebene der Seiten c0p3 und S0d und
_—0steht auf ihnen senkrecht. Zwei Ebenen ¢33 und £00, welche anf
einer dritten 0 8 senkrecht stehen, schneiden sich aber in einer
Geraden £d, welche auf 0d 3 senkrecht steht; daher sind die Drei-

ecke 00 und d0p rechtwinkeligz. Man hat nun:

Fig. 1 &d B &0
Smsﬂ&'—-—ﬁa 0058,83——3 tgeﬂé‘—-ﬁ—aﬁ
; &0 _Bo . . €0
SIIIEOB—S—()’ thoﬂ—o—ﬁ—y tcsoé“—oaa
2 ——fé _&f . __,6’6“.
smsoﬂ-—éo, tgwﬂ_o—ﬂ’ smb‘oﬁ_o——8

Dividirt man die zwei letzten in je einer Columne stehenden Gleichungen durch einander und ver-
gleicht die Quotienten mit der ersten, so erhilt man die drei neuen Gleichungen:
. sin €09 tgdop tg c0d
s Ed sinsoﬂ’ eogap tgeop” fgp sindof

Aus einer mit dem Radius 08 um o beschriebenen Kugel wird durch die Ecke das sphirische

Dreieck @8y herausgeschnitten, und mit den iiblichen Bezeichnungen heissen dann die letzten Gleichungen:

__sinbd . S0 __ tgb
1) sing= o 2) co»ﬂ—-tga, 3) tgﬁ—sinc
wozu durch Vertauschung der Buchstaben noch folgende hinzutreten:
B0 . ige L Y gy = BC.
1*) siny =—— praw 2%) cosy = fra’ 3)tg7—sinb
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Diese Gleichungen gelten vorliufig nur unter den oben gemachten Beschrinkungen, also fiir ein recht-
winkeliges Dreieck, dessen Seiten und iibrige Winkel < 90° sind. Setzt man aber die oben angegebenen
Werthe von ai) bl? Cl’ al’ ﬂl’ 71 ; aﬁ’ b?] 027 a27 ﬂ%) 72; aﬂ’ bﬂ? c&? aaa ﬂs) 73 bezugliCh Statt
a, b, ¢, «, §, v in sie ein, so bleiben sie unverdindert, ein Beweis, dass sie auch fiir die
iibrigen drei rechtwinkeligen Dreiecke, welche durch Bogen derselben grossten Kreise gebildet werden,
folglich fiir alle rechtwinkelige Dreiecke Giiltigkeit haben.

Aus obigen sechs Gleichungen kann man durch rein analytische Operationen noch vier andere
herausbringen. Multiplicirt man nimlich die Gleichungen 2 und 3 und vergleicht das Product mit 1,
s0 kommt: sinb_ tgb.tge  sinb.sinc.cosa

sina  tga.sinc sina.sinc.cosb.cosc
4) cosa=cosb.cosc
folgt. Die Gleichungen 1%, 2 3* ihnlich behandelt geben dasselbe Resultat. Multiplicirt man ferner
die Gleichungen 3 und 3* mit einander, so ist:
tgb.tge 1
sinb.sinc cosb.cosc
5) cosa == cotg 3.cotgy.
Dividirt man endlich 2 durch 1% so hat man
cosp _tgc.sina_ cosa_ cosh.cosc
siny tga.sine cosc  cosc
6) cosb= c_:i')_s_ﬂ;
sin
die Division von 2°) durch 1) gibt das analoge Resultat

» woraus

tgBtgy = oder mit Beriicksichtigung von 4:

=cosb oder

6%) cosc = i/
sin
wozu man auch durch Vertauschung der Buchstaben hitte gelangen konnen.

§. 3. Die Fundamentalformeln fiir das schiefwinkelige Dreieck.

Die im vorigen Paragraphen entwickelten zehn Gleichungen sind nothwendig und hinreichend,
um alle Aufgaben, welche sich auf das rechtwinkelige Dreieck beziehen, zu lésen. Ohne uns dabei
weiter aufzuhalten, schreiten wir sofort zur Entwickelung der Formeln fiir ein schiefwinkeliges Dreieck.
Sobald wir uns dabei auf Dreiecke beschrinken, deren Seiten und Winkel kleiner sind als 180° d. h.
auf convexe dreiseitige Ecken, erkennen wir, dass jedes schiefwinkelige Dreieck dieser Art durch eine
von der Spitze gefillte Hohe als die Summe oder Differenz zweier rechtwinkeliger Dreiecke im all-
gemeinsten Sinne, wie wir sie oben betrachtet haben, angesehen werden kann, je nachdem der Fuss-
punkt der Héhe auf der Grundlinie oder ihrer Verlingerung liegt. Nehmen wir zuniichst den ersten

Fall (Fig. 2), so ist tg B3 =rcosf.tgec, a«
und tgdy =-cosy.tghb. )
Im zweiten Fall (Fig. 3) hat man /
tg £ 0 = cos (180°— B tgc, / ,
tgdy =cosy.tgd.

Im ersten Falle folgt nun hieraus: ,
_ __ cosp.tge 4 cosy.tgh | v
tg B3+ 37 tga_l——cos,ﬁ.co:sr.tgb.tgc’ - d
im zweiten Falle erhilt man fiir = Fig. 2.
tg(yd — B3 =tga. a;

dasselbe Resultat, so dass also fiir alle Fille

toa — cosf.tge -+ cosy.tgh >

B T I —cosp.cosy. tgb.tge
ist. Durch Wegschaffung des Nenners auf der rechten Seite, andere
Anordnung der entstehenden Posten und nachfolgende Vertauschung
der Buchstaben entwickelt sich daraus folgendes System von drei S
Fundamentalgleichungen : 7

Fig. 3. 1*
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I; tga=1tgb.cosy +tgc.cos@ + tga.tgh.tgc.cosy.cosg,
2) tgb=tgc.cosae 4 tga.cosy + tga.tgh.tge.cose.cosy,

3) tge=tga.cosp +tgb.cosa +tga.tgh.tgc.cosB. cose.
Diese Gleichuugen sind neu und haben den Vortheil, dass in ihnen nur dieselbe Function der Seiten
und nur dieselbe Function der Winkel vorkommt, nimlich die Tangenten der Seiten und die Cosinusse
der Winkel. Sie entsprechen ferner genau den Gleichungen, wodurch fiir das ebene Dreieck die
Projectionen zweier Seiten auf die dritte ausgedriickt werden. In der That, lisst man den Radius der
Kugel, auf der sich das sphirische Dreieck befindet, fortwihrend wachsen, ohne die Winkel und die
absolute Linge der Seiten zu indern, so kann man an der Grenze statt der Tangenten der Seiten die
zugehorigen Bogen nehmen und das Produkt abc als von der dritten Ordnnng gegen a, b, ¢ ver-
nachlissigen. Dadurch geht aber Gleichung 1) iiber in:

a=1bcosy -+ ccosf.

Aus diesem Grunde sind diese Gleichungen vorziiglich geeignet zur unmittelbaren Liosung aller Haupt-
aufgaben der sphiirischen Trigonometrie.

§. 4. Erste und zweite Hauptaufgabe.

Wir behandeln zuerst die Aufgabe, die Seiten zu finden, wenn alle drei Winkel gegeben sind,
und im Anschluss daran die umgekehrte, die Winkel zu finden, wenn alle drei Seiten gegeben sind.
Um nun aber die Fundamentalformeln des vorigen Paragraphen fiir diesen Zweck zur Rechnung mit
Determinanten bequem zu machen, bedarf es einer Transformation derselben, die man erreicht, wenn
man jede durch das Produkt tga.tgd.tgce dividirt und statt der Tangenten Cotangenten setzt. Da-
durch gehen sie nimlich, wenn man noch die Abkiirzungen

cotgb.cotgc =2z, cotgc.cotga=y, cotga.cotgh=1z,
cosae =a, cos@="0, cosy =¢
einfiihrt, iiber in: 1) z—cy—be=cb,
2) —crx+ y—az=ac,
3) —br—ay 4 z=ba.
Daraus erhilt man sofort, wenn die Determinante

1 —e —b
—c 1 —a
mit R bezeichnet wird: | —b —a 1
| edb —ec —b l ' 0 —c¢ —b|
Rr=/| ac 1 —a | = 0 1 —a|=@0B4ca)c+ab).
| ba — 1 l [ bat+c —a 1

Ganz in der ndmlichen Weise findet man Ry und Rz, so dass fiir
at+bec=A4, b+ ca=B, c+ab=0C,
Rx=BC, Ry=CA, R:=AB
wird. Indem man das Produkt von je zwei dieser Gleichungen durch die noch idbrige dividirt und
statt z, y, ¢ ihre Werthe wieder einsetzt, ergibt sich:
4) R.cotg’a= A", R.cotg’b=B’ R.cotg’c=C"
Aus diesen Gleichungen geht zuniichst hervor, dass R eine positive Grisse ist, die man
deshalb gleich 3* setzen kann; die Entwickelung der gleich geltenden Determinante gibt:
3=1—2abc—a’—b*—c’
oder auch, wenn man in derselben die erste Verticalreihe nach einander mit ¢ und & multiplicirt und
beziiglich zur zweiten und dritten Vertikalreihe addirt:
| 1 0 0 J
M= —c 1—¢* —(a+be) | =sin®B.sin*y — (cosa + cos S . cosy)’.
| —b —(@4bo 1—8 |
Die rechte Seite dieser Gleichung zerlegt sich in das Produkt:
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— (cos B .cosy + sin@.siny + cosa) [cos & + (cos B .cos y —sin . siny)],
= —[cos (8 — 7) + cose]. [cos @ + cos (8 + )],
=—4dcosy(@+B+7).cos(—a+g+7).cosy(@—pB+7).cos}(a+F—7).

Mit den bekannten Bezeichnungen wird also

5) 3'= — 4¢086.cos(0—a).cos (6—p).cos(0—7).
Ferner folgt aus den Gleichungen ’4): ? :
Siﬂga=z—6——z’ Sinzb=—zg—§’ sin’c=—‘—23 3!
3’44 3+ B ¥+ C
cosaa=——A2——, cos’b=~—B—,———: cos’c=__0’.__.
o4 A? *+ B* 34 C?

Nun ist aber 8’4 4*=1—2abc—a’—b*—c*+a’+42abc+ bPc’=(1—b%.(1—c*)=sin’g.sin’y u. 5. w.
Daher geht die erste Reihe von Gleichungen iiber in:

sin?a . sin?g. sin’y = sin’b. sin’y . sin® @ = sin’c. sin’ & . sin* § = &7,
oder, weil die Seiten und Winkel immer kleiner als 180° vorausgesetzt werden, die Sinusse also immer

positiv sind:  §) sina.sin@.siny=sinb.siny.sine=sinc.sine.sinf=-7J.
Aus dieser Gleichung folgt zuniichst die andere:
sina__sinb __sinc __ )

7) 22

sine  sinf  siny sine.simf.singy’

d. h. in Worten ausgedriickt: die Sinusse der Seiten verhalten sich wie die Sinusse der
Winkel; die Grosse —; ——

sine.sin @ . siny
wird kurzweg mit u bezeichnet. Dadurch, dass man je zwei der letzten Gleichungen multiplicirt,
erhilt man noch ein neues Gleichungssystem:

8) sine.sinb.sinc=sing.sinc.sina=siny.sina.sinb=d,

wo man unter d die Grosse u” sine.sinf.siny zu verstehen hat. Zwischen &, p und d besteht die

ist positiv und fiihrt den Namen Modulus des Dreiecks; sie

Relation: 9) du=d.

Ausserdem folgt aus der Division der Gleichungen 8) mit sina.sinb.sinc unter Beriicksichtigung
1

von 7) dass auch noch 9" —

I ~ sina.sinb.sinc
Andererseits ergibt die zweite Reihe der obigen Gleichungen: ;
Q ) ~)2 2
— =(COBC¢'-*; pos,.? .qcos 7) . cos’h— (cosﬂ.—{-’ cos?' .’cos «) o T (cosy .+, cosrfc .gcosﬂ) :
sin®8 . sin’y siny . sin" e sin*e . sin” g
und, wenn man die Quadratwurzel zieht:
cos @ 4 cosff . cosy Osb_cosﬁ-{-cosy.cosg c_cosy+cosa.cosﬂ_
sinf.siny rooeE= siny . sine ’ sin e . sin 3

Hier ist iiberall auf der rechten Seite das positive Zeichen genommen worden; denn fiir den
speciellen Fall, wo « = 90°, cos @ also = 0 ist, erhilt man aus unseren Gleichungen:
cosf cosy
T—— D
i sin 8
wo aber die Vergleichung mit den Formeln 5, 6 und 6* des §. 2 zeigt, dass nur das positive Zeichen
gelten kann.

Aus den Gleichungen 4) folgt endlich mit Beriicksichtigung unserer Resultate in Bezug auf
die Zeichen: 11) d.cotga=A, J.cotgh=DRB, &.cotgc=C.
Die Formeln 10) und 11) losen unsere erste Hauptaufgabe vollstindig, haben aber den Nachtheil, dass
man die logarithmische Rechnung nicht auf sie anwenden kann. Diesem Uebelstand kann man auf -
zweierlei Weise abhelfen, einmal dadurch, dass man die goniometrischen Functionen der halben Seiten
in Function der Winkel ausdriickt, was wir weiter unten im Zusammenhange darlegen wollen, dann
aber auch durch Einfiihrung von Hiilfswinkeln, indem man

cosB.cosy =cosd, cosy.cosa=cosB, cosa.cosf=rcosC

setzt, wodurch die Gleichungen 10) iibergehen in:

10) cosa=

cosa =+ cotg B . cotgy, cosb==% y cosc==
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__2cos}(a+ 4).cosd(e—4) b_2cos§(ﬂ+B).cosa}(ﬂ——B) __2co84(y+ 0).cos(y—0)

o sin 8.siny & i sin 7 . sin e g o sin @ . sin 8 :
Wir konnen jetzt an die Losung der zweiten Hauptaufgabe gehen, die Winkel aus den Seiten

zu finden. Zu diesem Zwecke addirt man zu der den Werth R ausdriickenden Determinante, welche

wir gleich BC gefunden haben, die mit cos ¢ multiplicirte Determinante R, welche gleich J* ist,

cosa

8o kommt: A —c¢ —b
BC+ 3%cosa=| 0 1 —a|=A4(1—a’)= 4sin’e;
0 —a 1

folglich ist, wenn man fiir BC seinen Werth 9 cotgd.cotgc und fiir A seinen Werth J. cotga
substituirt und zuletzt mit & dividirt:

d (cotgd . cotgc 4 cosa) = cotga.sin’a,
und, wenn man die Cotangenten in Quotienten der Cosinusse und Sinusse auflost,

. . o2
J.(cosb.cosc+sind.sinc.cosa)= cosa.smb‘.smthsm g =i- cosa=4d.cosa.
sina m

Man erhilt daher nach der Division mit & und wenn man dann die Buchstaben vertauscht, das System:

; {cosa=cosb. cos ¢+ sinb.sinc. cose,

12

cosb=cosc.cosa -} sinc.sina.cosg,

€0s ¢ = c08a@.co8b + sina.sinb . cos y,
aus welchem die Cosinusse der Winkel «, 8, 7 gefunden werden konnen. Zur Erleichterung der
logarithmischen Rechnung setze man hier

Sodirch cosb . cosc=cosd’, cosc.cosa=rcosB’, cosa.cosb=cos(",
. Vi e . - Vi . b s 3 s b__ / s i/ 5 s B A )
3 : .sin

gefunden wird.
Die drei Formen der Grosse d, welche durch die Gleichungen 8) definirt sind, stehen zu den

drei Formen, welche d vermoge der Gleichungen 6) besitzt, in einem Z#hnlichem Verhiltniss, wie die

Gleichungen 12) zu den Gleichungen 10); es ist deshalb zu erwarten, einmal, dass d in Bezug auf

die Gleichungen 12) die nimliche Rolle spielen werde, wie & in Bezug auf die Gleichungen 10), dann

aber auch, dass der Ausdruck von d in Function der Seiten allein in #hnlicher Weise gebildet sein

werde, wie J als Function der Winkel erscheint. Wir wollen deshalb den Werth von d® durch die

Seiten des Dreiecks darstellen, was uns zu weiteren WichtigeP Folgerungen fiihren wird. Wir wissen, dass
b)

d2= M2. d2 —

, sin*e. sin’*g . sin’y;
ferner ist die adjungirte Determinante der Determinante R, die wir R’ nennen wollen, gleich dem
Quadrate von R, also gleich 0% folglich ist: R

2

T sin'e.sin’g.sin'y
Nun ist aber [1—a® ¢4 ab b+4ca
R=|c4+ab 1—b® a-+tbdec|,
|b4ca adbe 1—c* |
folglich, wenn man beriicksichtigt, dass 1 — a®, 1—10° 1— c* beziiglich gleich sin’e, sin®g, sin®y ist,

c+ad b+ ca

1 _s_ixikaA.'éi‘ﬁ-ﬁ siny . sin &
' R’ _ c+ab ] a+be
sin’ e . sin® @ . sin*y sine . sin 3 sinf.siny
b+ca a+be 1

siny.sine sing.siny
oder mit Zuziehung des Systemes 10) und, wenn man die Abkiirzungen
cosa=a’', cosb=1">', cosc=c
einfithrt :
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|

~

4

~

1:¢ b
18).d*=| ¢ |-
b l
Die Entwickelung der Determinante gibt entweder unmittelbar

d’= 1 + 2alblcl_an 28X, bn_cn,
oder, wenn man ihnlich verfihrt, wie oben bei &7
d*=sin’b . sin*c — (cosa — cosb . cosc)”.
Die rechte Seite dieser Gleichung zerlegt sich wieder in das Produkt:
cosa@ — (cosh . cosec —sind . sinc)] . [cosb . cosc + sinb . sinc — cosa]
= [cosa — cos(b+¢)] . [cos(b—¢) — cosa]
=4sin}@a+b+¢) .siny(—a+b+4c.sind(@a—b4c).sinf@a+4b—o),
so dass man mit den bekannten Bezeichnungen erhilt:
14) d*=4sins. sin (s—a).sin (s—b) . sin (s—¢).

Die Analogie der Gleichungen 12) mit 10) und von d mit J tritt noch deutlicher hervor,
wenn man die Gleichungen 12) der Reihe nach mit sine, sing@, siny multiplicirt und die Gleichungen 8)
dabei in Betracht zieht; denn man erhiilt dann die Gleichungen:

15) d.cotga=a'—1b'c’, d.cotgf=10—c'a’, d.cotgy=c'—a'l,

welche sich von den Gleichungen 11) nur dadurch unterscheiden, dass statt a, b, ¢ beziiglich — @/,
— U, —¢, statt cotga, cotgh, cotgc beziiglich — cotg e, — cotgB, — cotgy, und statt & endlich d
vorkommt, mit einem Wort, dass statt der Seiten und Winkel des Dreiecks beziiglich die Supplemente
der Winkel und Seiten gesetzt sind, was man durch Anwendung des Polardreiecks unmittelbar
hiitte herleiten konnen. Ohne uns aber dieses geometrischen Hillfsmittels, welches dem Eliminations-
problem fremd ist, zu bedienen, konnen wir aus der Congruenz der beiden letzten Gleichungssysteme
vermuthen, dass dem Gleichungssysteme 1, 2, 3 ein anderes entsprechen miisse, in welchem die Seiten
und Winkel beziiglich durch die Supplemente der Winkel und Seiten ersetzt sind. Und diese Ver-
muthung Lisst sich auch analytisch bestitigen. Denn aus 13) folgt unmittelbar:

/ /
bllcl gl a?bl

be o ¢

~

a1

bl cl d2=
und nach einer leichten Transformation:

b

1 ¢ Do
Vedi=|bc—a b—ca 0
| b —a' 0 o —a'b :
die Benutzung der Gleichungen 15) verwandelt diese Gleichung, nachdem man mit d* auf beiden Seiten
wegdividirt hat, in: 1 ¢ b
¥ c=| —cotge cotgd 0 |,
oder entwickelt: —cotga 0 colgy

b ‘= cotg 3. cotgy + ¢’. cotg y . cotg @ + b’. cotg . cotg 8.
Man hat daher wirklich das neue Gleichungssystem:

16) cotgg . cotzy -+ cotgy . cotge . cosc + cotge. cotg . cosb=cosc.cosb,
17) cotgf . cotgy . cosc -+ cotgy .cotga -+ cotg @ . cotg 8. cosa=cosa.cosc,
18) cotgg. cotgy.cosh -+ cotgy.cotge. cosa + cotg e . cotg =cosbh.cosa;

dasselbe hiitte man auch unmittelbar aus den Figuren 2 und 3 herleiten konnen, wie wir dies fiir das
System 1, 2, 3 in § 3 gethan haben. Dann hiitten wir, in derselben Weise entwickelnd, daraus
dieselben Resultate erhalten, wie aus 1, 2, 3, nur in umgekehrter Ordnung, d. h.die Gleichungs-
systeme 16, 17, 18 und 1, 2, 3 sind als Fundamentalformeln zur Losung der Hauptaufgaben gleich
brauchbar oder iquivalent, und wir kionnen bei Behandlung der iibrigen Hauptaufgaben nach Belieben
das eine oder das andere System zu Grunde legen, ohne dadurch zu wesentlich verschiedenen Re-
sultaten zu gelangen, ja die letzteren werden sogar der Form nach iibereinstimmen, sobald wir immer
je zwei Hauptaufgaben so combiniren, dass in der einen das gegeben ist, was in der anderen gesucht
wird und dann die eine Aufgabe vermittelst des ersten, die andere vermittelst des zweiten Systemes
losen. Ebendarum wird es im Folgenden geniigen, die Losungen aller noch iibrigen Hauptaufgaben
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aus dem einzigen Systeme 1, 2, 3 oder dem damit identischen des §. 3 herzuleiten, weil jede Losung
einer Hauptaufgabe auf diesem Wege der Form nach iibereinstimmt mit der Lésung der conjugirten
Hauptaufgabe nach dem System 16, 17, 18.

Bevor wir jedoch auf diesem Wege weiterschreiten, wollen wir erst unsere Fundamental-
gleichungen benutzen, um daraus eine Reihe bekannter Formeln zu entwickeln, welche sogenannte
separirte Losungen liefern, d. h. Formeln, welche, wie Herr Diekmann a. a. O. Seite 16 gezeigt hat,
ausser der gestellten Aufgabe eine ganze Gruppe von Aufgaben lésen, von denen jene ein specieller
Fall ist. Dahin gehoren die sogenannten Gaussischen Gleichungen, die Neper’schen Analogien und
die Formeln, welche die goniometrischen Functionen der halben Winkel und Seiten beziiglich durch
die Seiten und Winkel ausdriicken.

§. 5. Die Gaussischen Gleichungen, die Neper’schen Analogien und die Functionen der
halben Winkel und Seiten.

Die Gleichung 1) des vorigen Paragraphen lisst sich in folgenden zwei Formen schreiben:
cotg b . (cotgc — cotg a. cos B) = (cotg a . cotgc + cosB3).cosy,
cotg ¢ (cotgb — cotg @ . cos y) = (cotga . cotgh + cosy). cos 3,
oder nach Auflosung der Cotangenten in Quotienten von Cosinussen und Sinussen:
sin@ . cosc —cosa.sinc.cos@  cosa.cosc + sina.sinc. cos 3
sinb . cosy - cosh
sina. cosb— cosa.sinb.cosy _ cosa.cosb-+sina.sinb.cosy
sinc . cos 3 - cosc ’

die rechten Seiten dieser Gleichungen sind nach System 12) des vorigen Paragraphen der Einheit
gleich, also sind es auch die linken, und man erhilt, indem man ebenso mit Gleichung 2 und 3 des
vorigen Paragraphen verfiihrt, oder durch einfache Vertauschung der Buchstaben folgende 6 Gleichungen:

b

sin@.cosc—cosa.sinc.cos P =sinb.cosy,
sina.cosb — cosa.sinb.cosy =sinc.cos3;
1) sinb.cosa — cosbh.sina.cosy=sinc. cose,
sind.cosc—cosh.sinc. cosee =sina.cosy;
sinc.cosb —cosc.sinb.cosa =sina. cos3,
sinc.cosa — cosc.sina. cos 3 =sinb.cose.

Ganz in derselben Weise findet man aus den Gleichungen 16, 17 und 18:

sina.cosy + cose.siny.cosh==sin 3.cosc,
sine.cos g+ cose.sin 5. cosc=xsiny.cosh;
2) sin 3. cose + cos 3. sine . cosc =siny. cosa,
sin 3. cosy 4 cos 3. siny.cosa =sinea. cosc;
sin 7 . cos 3 -+ cos y . sin 3. cosa =sine . cosh,
sin 7. cosa—+ cosy .sine . cosh=sin 3. cosa.

Diese bekannten Formeln, welche Beziehungen zwischen je 5 Stiicken eines Dreiecks enthalten, sind
an und fiir sich vieler Anwendungen fihig, und geniigen vollstindig, um ohne Zuziehung anderer Sitze

unser vorgestecktes Ziel zu erreichen.

Man addire und subtrahire zunichst die zweite und dritte und

dann die erste und vierte Gleichung des Systemes 1), dann gibt es:
3) 2sin(a@40).sin’}y =sinc. (cos3 + cosa),
4) 2sin(@—0b).cos’Fy =sinc. (cos 3 — cos a),
5) (sina - sind). (cosc — cosy)=sinc. (cosa. cos 3 4 cosb . cosa),
6) (sina —sind). (cosc + cosy) =sinc. (cosa.cosg— cosh. cosa).
Ebenso erhiilt man aus dem Systeme 2):
7) 2sin(a -+ p).cos’sc=siny.(cosb + cosa),
8) 2sin(e—p).sin*sc=siny. (cosb — cosa),
9) (sine -+ sinp). (cosc— cosy) =siny .(cosa.cosp 4 cosbh. cosa),
10) (sine — sinp) . (cosc -+ cosy) =siny . (cosa. cos @ — cosb . cose).
Die Division von 5) durch 9) und von 6) durch 10) liefert die neuen Formeln:






