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Ueber cine Crideimmg bei Bredumg und mehriacher Reflegion eined
; Qidtitrahls im Jnnern eines Prigmas,

A~

Qift man in einem Ddunfeln Jimmer bdurd) einen Gypalt ein Biindel Sonnenftraflen
auf ein Glaspriema fallen, deffen Querfdnitt ein gleidhichentliges Dreiect- ijt, fo erzeugen
fih aufer Dem durd) divecte Bredhung und Tisperfion entftandenen Farbenfpectrum
nod) eine Anzahl anderer Spectra und weifer Bilder ded Spalts, weldhe durd) wiederholte
Reflexion der Strahlen an den Junenflidien tes Pridmas und endlichen Augtritt derfelben
an einer Dev drei Flachen entfteben. lUnter diefen zeicymet fich namentlic) ein weifes BVild
Des Spaltes aus, weil ed dem PHauptipectrum um fo ndber rvitdt, je ndher
pas Prisma der Lage gebradt wird, in welder die direct von ibm ge:
brodenen Strahlen das Minimum der Ablenfung erfabren; hat vas
Prisma diefe Lage erveidpt, fo fallt jenes BVild in Ddie Mitte des Sypece
trums. €8 ijt dadurd) offenbav ein febr bequemes Mittel an Ddie Hand gegeben, dem
Prisma bdiefe fitv viele Unterfucdyungen fo nothwenbdige Lage mit einem giemlihen Grade
von Genanigheit zu geben, weshalb e8 ver Miihe woerth erfdeint, die Sade einer ndheren
Betradytung zu unterziehen ).

Dringt ein Strabhlenbiindel a b unter dem
Ginfal(Swintel i in das Prisdma ein, fo wird der
Strahl, veffen Bredjungerponent der WMitte des
Spectrums angehirt uud den wir furzweg Wittel:
jftrafh( nennen wollen, in der Ridhtung b ¢ ges
brodjen, weldhe mit dem Cinfallsloth den Winfel r
bilbet, bdie andersgefirbten Strahlen in redhts
und [inf3 davon nur wenig abweichenden Rid)-
tungen.  Pat das Strahlenbiindel auf feinem
Wege durdy bas Prisma bie zweite Seitenflddye
deffelben erreidt, fo erfeidet e3 zum grdfiten
Theile eine abermalige Bredhuna, zum Theil aber
aud) eine Meflexion nady Dder Ridenflicde Des
Prismas.  Unterjuden wiv uerft ben erften
Theil der Strahlen. Ju ¢ bildet der Witteljtrahl

#) Die hier gegebene Thatfadje wurde mir duvd) meinen Freuud und Collegen Weihrid) aus ciner Borlefung
bes Derrn Profefjor Bohn mitgetheilt, welder ihre Cntdedung Frauenhofer jufdyrieb.




ekl

ves Spectrums innerhald des Prismas mit dem Einfallsloth den Winfel & —r, wo « den
brechenden Winfel Des Prismas bebeutet; der Vredjungswinfel dafelbjt fei Y. Dann Bat
man fiiv diefen Mittelftvalhl, wenn nod) n Den Bredjungserponenten deffelben bejeidyuet,

.

; i - Y

bie Gleichungen sin i __ oy _SiB A N
sin r sin(a—r)

Wil man einen andern Strahl als8 den Mittelftvahl Detradyten, {o muff man r in
r 4 Ar iibergehen laffen, wo man unter Ar einen fehr fleinen pofitiven oder negativen
Buwads des Wintels r zu verftehen hat; Heifit dann der Vredjungswinfel an der weiten
Flidhe Y und n' der Bredjungseyponent des betradjteten Strahls, fo hat man die Ve:

dingungsgleichungen
sin i sin Y1

G i S DO Tl | — nl
sin (r 4+ Ar) o und sin (¢ — r — Ar) - "
. Aus obigen zwei Gleihungspaaven folgt das dritte:
sinY:sini.M——_—r) und
sin r
sin Yt = sin i . S0 (2 — 1 — &)
sin (r + Ar)
— BaS sin (# — r) cos Ar — cos (« — r) sin Ar

sin r cos Ar + cos r sin Ar

LWeil nun Ar eine jehr fleine ®rofe ift, fo fann man in der lepten Gleidpmng ftatt
cos Ar bdie Ginfeit und Ar ftatt sin Ar fegten, wodurd) diefelbe iibergeht in:
sin (@ -—— r) — Ar . cos (¢« — r)

sinr + Ar . cos r

Entwidelt man nacd) Potengen vou Ar und [(dft wegen der Kleinheit von Ar bdiejeni
gen Potengen, welde die erfte iiberfteigen, weg, fo fommt unter Beriidjidjtigung des
Berthes von sin Y:

sin Y = sin i .

. . . . sina
sin Y! = sin Y — sini . Z 2.Ar
sin r
s in &
—_-smY——n._Sl_n_.Ar
sin r

Hieraus erfieht man, daf unter feinen Umftdnden Y1 = Y werden fann, es fei denn
Daf « = 0 wdire, wo aber dad Pridma in eine pavallelflidyige Platte {ibergeht. ES werbden
daher die verjdyiedenfarbigen Strahlen, welde {hon in b divergivten, in ¢ nidht wieder ur
Convergeny gebradht, fondern mnod) divergenter gemadht, worauf eben bdie Erzeugung des
Gpectrums berubt. .

Betradyten wir nun denjenigen Theil der Strahlen, weldher in c eine Reflexion erleidet.
it der Mittelftrafhl an der Riidenfliche des Prismas in d angefowmen, fo bildet er mit

dem Ginfallsloth im Prisma den Winfel 900 — [? — ], wie man durd) Betradtung
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ber Figur mit Hiilfe elementar-geometrijher Sige leicht finden wird; wird er von da auf
die erfte Seitenfldche Ddes Prismad nacd) e veflectivt, fo ift dort fein CinfallSwinfel gleid)
o — 1 ound nad) einer abermaligen NReflexion auf die zweite Seitenfliche nad) £ gleid) r.
Die Cinfallswintel der andersgefirbten Strahlen findet man, wie vorher, wenn man r in
r 4+ Ar iibergehen (@ft. Jn d und e findet mun war nicht Hlof Reflexion, fondern aud
unter Umftanden, wenn ndmlid) nicht totale Refleyion eintritt, was von der Grife des
Ginfallswinfels abhingt, theilweife Vrecdjung und Austritt der Strahlen ftatt; es [ift jidh
wie oben zeigem, daf die dort austretenden Strahlen Spectren erzeugem wiffen, weldhe
freilich (ichtichwicher find al8 das evite. Aber diefe Erjchetnmungen bieten nicd)ts Lefouders
Mertwiirdiges. Gang anderd verhilt e fidy mit vemjenigen Theile dev Strahlen, welde
nach der Reflexion in e, d und e bei f austreten. Dev CinfallSwinfel des Mittelftrahls
im Prisma ift, wie {dhon erwdhnt, gleidh r, jein Brechungswintel heife y; dann ijt

sin vy &
— = 1,
sin r
PMan Hat aber aud sin i _
sin r !

daher dag merfwiirdige Refultat, daf der Strahl unter demfelben Wintel die weite Seiten-
flacge Des Pridmasd verldft, umter dem ev auf die erfte auffiel. Fiiv cinen anbverdgefirbten
Strahl erhdlt man die 3wei Bedingungen: /
sin y1 _ o sin i

sin (r + Ar) at gk sin (r + Ar)
wo y! den Bredyungswinfel diefes Strah(s Heim Austritt aus der weiten Seitenfliche be-
deutet. Alfo hat man aud) Hier wiederum sin y! = sin i, wdhrend man jhon sin y =
sin i fand, fo daf y = y! ift. Tavaus evgieht ficdh, vaf dic verfdiedenfarbigen
Strablen bei ibhrem Austritt aug dem Prisma alle diefelbe Ridtung
baben, d. b nidht jerftveut werden; e muf jid) durd) fie ein weifes Bild
Des ©paltes erzeugen.

Diefes Vild fallt im Alfgemetnen nicht mit dem Hanptfpectrum gujammen, jondern je
nad) Der Stelfung des Prismas mehr, oder weniger weit davon teg. Goll e3 mit der
Mitte des Spectrums gufommenfallen, fo mup Y = y oder sin Y = sin y fein. Da aber

sin Y = n sin (¢« — r) und

= 1117

sin y = n sin r
ift, o Hat man die Bedingungsgleidhung
sin (¢ — r) = sin r
oder @ —r=r

woraud r == 1/,a folgt; died fiudet aber nur ftatt, wenn das Minimum der Bredy-
ung evveidt ift

- ———0-0-0-0-O O-0-000——
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Ucber das Minimum der Bredyung beim Prigua.

S Sdlomild’s Beitjdrift fiir Matbematit und Phyjit XII pag. 176 BHatte
Dr. Sahl davauf anfmerffam gemacht, dag ver elementare Veweis des Sated, daff das
Minimum dev AdTentung beim Prisma eintritt, wenn Cintvitts- und Ay s-
trittSwinfel des Lidytitrah(s gleich grof find, welden Witllner in der erften
Auflage des erften Theiles feiner Phyfit pag. 682 ff. gibt, nidyt {tidybaltig fei, und jowohl
einen durd) mebrfache Conjtructionen vorbereiteten eigenen Beweis gegeben, ald aud) den von
Cifenlobhr in bder 7. Auflage feines Lehrbuches der Rhyfit mitgetheilten reproducivt und
ergdngt. Retterer lief mm a. a. O. pag. 438 einen neuen Beweis erfdyeinen, Der allerdings
cinfadjer ift, al8 bie tibrigen und defwegen aud) von Wiillner in die 3weite Auflage feiner
PBhyjit Theil 3 pag. 92 aufgenommen worden ift. Nidhts defto weniger glaube iy, daf
man, von derfe(ben Grundlage ausdgehend, Den Beweis: nod einfacjer und mebr divect fithren
foune. Iy laffe deshalb zur Vergleichung zuerft den Beweis von Gifenlohr folgen.

€3 feien i u. it Ginfall8= und Austrittswinfel des Strahls und goar i > i1, rort
die jugehorigen Winfel des Strah(s innerhalb des Prismas mit den Ginfal(slothen, « der
bredjende Winfel des Prismas und & die totale Ablenfung, fo bat man

r+ 1l =0 i 4 il —a=29
sin i = nsin r, sin i! = n-sin rt,
Aug den beiden letsten Gleihungen folgt:
sin i 4 sin il = n (sin r + sin 1),
sin i — sin i = n (sin r — sin r?),

oder nady befannten goniometrijdhen Fovmeln :
sin 15 (i + i) cos Y (i — i) =nsin 1, (r + ) cos Y, (r — 1) . . . 1
cos Yy (1 + i) sin ¥ (i — i) =mncos Y (r + rl)sin Y, (r — 1) . . . 2)

Dividiren wir die crite Gleidhung durd) die jweite, fo evhalten wir:
tg Yy (i 4+ 19 cotg 1y (1 — i) = tg 1, (r + 1) cotg Y, (r — 1),

oder aud), indem wir die beiden cotgg. auf bie andere Seite bringen,
tg oG+ NDtgh—x)=tglyi—itgly(r+r) ... ..(@®

Damm i it vie CinfallSwintel find, su denen r w. r! als Bredjumgswintel ges
hoven, fo ift tmmer

i+ it>r 4+ 0

tg (i 4 i) > tg 4y (r + 1),

fomit aud
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Ausd Gleihung (3) folgt Deshalb, daf immer
g o (il — W) >1g 1 (r — 1)
und damit i
i—il>r —t
fein muf, ed fei denn, daf
tg 1y ( — i) = tg 1y (r — 11) = o
.hi—il=r—1rlt=o0
wdre. o lange die Ungleichheit Dbefteht, ijt:
cos ¥, i — i1) < cos 1, (r — 1)
und deshalb folgt aus Gleidhung (1), daf unter \clfel[»cn Lovausjetsung
sin 1, (1 + i) > n sin 1/, (r + 1)
féin muf. \;]t dagegen i — i = r — r! = o, fo ift aud
cos 1, (i — i1) = cos 1/2 r—r =1
und ed folgt jept aus Gleidung (1)
sin ¥, (i + i) = n sin 1, (r + 1),

Der Werth von sin 1/, (I + i), alje and) vou i + i, aljo aud) von I, ift unter
oer [epten Vovausdfepung fleiner ald unter der erjten; da man aber feine andere Annahme
madjen fann, fo ift ev unter der letyten Vovausfepung, d. h. wenn

i—il=r—1rl=o,
ein. Mininmun.

Dies ijt der Beweis von Cifenlohr, mit wenigen Wobdificationen der PhHyfif von Wikl
ner entnommen; id) iiberlafje e8 der Veurtheilung ded Lefers, ob der folgende den BVorjug
verdient oder nidt.

Dividirt man die Gleidunger (1) und (2) bepiiglic) durch sin 1/, (r + r1) u. cos 1,
(r 4 r?), quadrirt und addirt, fo fommt, wenn man Bberiidfidhtigt, daf

r+ ! = a und sin2 1/, (r — r') + cos? ¥, (r — 1) = 1 ijt,

sin? 1/, (i + i) cos? 1, (i — i) + cos? 1/, (i + i!) sin? 1, (i — 1Y)
sin? 1, a cos? 1, «
unb wenn man cos? 1, (1 + i1) = 1 — sin 2 1/, (i + i1) fest, nad) einigen leichten
. . . . sin? 1/, i — i1) — n? cos? 1, «
BegpGer. ot s (8 ) = 40 T 1 % sinQ/Q’/( e A L
e I 0 n? — 1) cos? 1, «
=E o ¥ [ + cf)s2 Yy a — s1n221’ i— i ]
Der Brud) auf der rvedhten Seite diefer Gleidhung erlangt abct dann fetnen fleinften: Werth,
wenn sin? 1/, (i — i) feinen tleinften Werth Hat, d. h. wenn 1 = il

Glementare Veweife ded obigen Sapes haben aud) gegeben §. L Vauer in Poggen-
porff3 Annalen Vb, 131 pag. 476 und von Cttingsdhaufen in Kilps Lelrbuch der
Phyfif II pag. 280, welde aber in verdedter Weife die Differentialvedynung anwenden.

— P i jdaGddt——

— n?
= n°,
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1.
Eine Anjgabe aus der practijhen Geometrie,

[(ENENEN N N NN

Alerander v. Humboldt wirft im Kosmos IT pag. 166 u. 413 die Frage anf,
ob e8 miglich gewefen fei, daf die Rhonicier den Gipjel des grofen Lulfansd von Teneriffa
vou Pen Anhshen, weldhe vag Cap Vojader umgeben, den fogenannten montaiias negras,
hatten feben fommen.  Bu dem Zwede mufte wnterjud)t werden, wic grog die Hohe fein
wiifte, von weldjer aug man bei Annabme einer mittleven Strahlenbrechung von 0,08 den
Pic de Teyde, welder 2049 im BVogen von dem nddyjten Punfte dev afrifanijden Kitfte
entfernt und 1904 Toifen Hod) ift, noch fehen tomne. Humbo(dt findet 202 Toifen,
Martus, welder diefe Aufgabe andy in feiner Sammlung unter Nr. 364 b aufgenommen
bat, pag. 80 des zweiten Theils nach einer Fovme!, die wiv unten befprecdhen werden, 213
Toifen.  Diefe verhdltnifmdfig bedeutende Viffereny vevanlafite mid), die Sadje ndber zu
unterjudyen.

Bu bem Jwede wollen wiv erft die Aufgabe [ofen,

(il
% die Hohe eines Berges zu Dejtimmen, wenn die Bogens

R it e Ddijtany des Beobachtungspunttes vom Fufpunft des Verges
= und der dort beobadhtete Hishemwintel gegeben find. Sei

b a f eine Tangente in & und bezeichuet man den bei a bHeob-

/ adteten Hihemvinfel da f mit h, fo ift der wahre Hihen:

/ winfel caf = h — ¢, wo ¢ der Winfel ijt, um yelden

- die Strablenbrechung den Pohemwinfel vermelhrt; fein Werth
ift, weun man die Conftante der Strablendredhung mit k
und ben Centriwintel aob mit o begeidynet, gleid) ko. Jn
pem Dreiecte a be ift alsdann der Wintel

abe =900 + Y 0

bac=h — ¢ + 1,0

acb =90° — h 4+ ¢ — o.

0 Ferner it ab = 2r sin 1/,0, wo r den Halbmefjer

der Grde bedeutet; man findet deshalb die gefudhte Hobe be vder

I = ab. sin bac —_2r sin 1,0 sin (h — ¢ 4-1/,0)
sin acb cos (h — ¢ + o)
ober H=2r 80 posinfh+(%h —Ko (1)

cos [h + (1 — k) o]
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Diefem Ausdrude fann man die Fovm geben
B e 2 sin 15,0 [sin h cos (1, — k) o + cos h sin (1, — k) o] .
- cos h cos (I — k) o — sin h sin (1 — k) o ’
wenn man beriidfidtigt, daf man fitr fleine Winfel ohne mertliden Febler ftatt des Co-
finug die Einbeit und ftatt ded Sinug den Vogen fepen famn, fo geht diefe Fovmel, toeil
der Wintel o immer felr-flein ift, in feinem Falle wenigftens iiber 3° Hinausdgeht, in fol-
gende diber

_ or [sin h + (1, —k) 0. cos h]
T cosh — (1 —k)o.sinh
— op tgh + (h—1) o

oper H = Orl—(l—k)otah

Cntwidelt man den Brud) auf der rechten Seite nad) Potengen von o und (it dabei
alle boheven al8 die erfte weg, fo erhdlt man

=orftgh+ (Y —ko+ (1 —Kkotg?hl . . . . @®

Das Nejultat ift bis auf die dritte Potens von o genau und ftimmt mit dem von
Bauernfeind Clemente dev Vermefjungsfunde 2. Aufl. pag. 601 mit Hiilfe des Mac:
lauvin’jhen Sazes gefundenen iibevein.

Getst man in Ddiefer Formel h = 0, fo gibt fie die LWjung der Aufgabe, wie Hodh
ein Berg fei, deffen Spige man in der Bogendiftang o gevadbe nur nod) fiber den Hovizont
emporragen fieht; die gefuchte Hobe ijt

H=@¢,—ko*r . . . . . (3

I fann miv nun aber aud) die umgefebrte Aufgabe ftellen, wie yoeit ein Ort von
vem Fufipunfte eines Verges, deffen Hobe befannt ift, entfernt fein miiffe, Damit idh dort die
Opitse desfelben gerade nod) iiber den Horizont emporragen fehe, oder aud), was auf das-
felbe Dinaustommt, wie weit i) von der Spie eines Vergeg, deffen Hihe befanut ijt, fehen
fann.  Dann muf id) offenbar in Gleidung (3) o al8 unbefannt betvacdhten und erhalte

0—]/1(1_21{) L@

Um bie Genauigfeit der beiden lesten Fovmeln ju priifen, geniigt es, dem o ben grif-
ten Werth su geben, welder ihm in der Wirtlichfeit ufommen fann, ndmlid) circa 39,
pann jowobl aus Gleidung (1), nadjdem man darin h = 0 gefest Hat, al8 audh aus
Gleidung (3) H zu berechnen und beide Rejultate zu vergleichen. Die erfte Fovmel gibt,
wenn man r = 3266608 Toifen feit, 3764,96 Toifen, die jweite 3761,35 Toifen; bder
Jebler betrigt alfo 1/5900 Des Gangen. Nod) gevinger ift der Febler der Fovmel (4). Setst
man ndmlich bievin die aud (1) erhaltene Hohe 3764,96, fo erbdlt man o = 0,052385,
wad einem Winfel vou 3° 5 entjpridht, jo daff der Fehler 5 Secunden ober, ungefihr /5000
des Gangen betrdgt. Jjt o gleid) oder fleiner al8 20, was in den meiften Fallen ftattfindet,
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fo Betrdgt Der Febler ber Formel (4), wie man fid) durd eine dhnliche Rehmmg leicht fiber-
seugen fann, weniger af8 eine Secunde, beziiglidy ungefihr /7900 ded3 Ganzen.*)

Nadypem fo die Genanigfeit der Fovmel (3) u. (4) verificivt worden, fonnen wir ung
ver im Anfange geftellten Aufgabe guwenden. Jjt H die befannte Hihe des einen Verges,
H1 die gejuchte des anderven, von deffen Spige aud man die Spike des eriten gerade nodh
foll feben fonnen, o die Vogenentferming beider Verge, o die Vogenentfernung, bid auf

¥) BWill man allgemein die Grofe des Fehlers der Fovmel (4) finden, jo gebe man der Gleich-
ung (1), nadydem man in ihr h == 0 gefest hat, mit Hiilfe einer befannten goniometrijdhen Be-
siehung die Fovm

H _ cos ko — ecos (1 — k) o__ cos ko L
r cos(l —k)yo ~ cos(I —k)o
und entwidele nun e 008 107,
cos (1 — k)o
enthalten, weil mit dem Wedjjel ded Beichend vom 0 der Fu entwidelnde Ausdvud fein Beidjen.
nidpt dndert; ihr Anfangdglied ift 1, weil diejer Anddvud fix 0 = Null gleih 1 wird. Daber
hat man big auf Grdfen 4ter Ovdnung genan
H _ cos ko
T cos(I —K) o
oder wenn man ftatt der Kofinufie die gleidygeltenden Reihen fest,

R A __k4605 = (L mol ol f o — L=0000 , @1 04)

in eine Reihe. Diefelbe fann feine ungeraben Potengen von o

— 1 = @0? + Bo*

2 2 6
Die Bergleidhung der Coefficienten evgibt

a:.—___"; L

Hiernad) hat man

5 — 20k 4+ 24 k? — 8k3
24 ‘

i 2 I
03 == %t 2
B — |/ Bt R
wo man nur da3 obere Jeichen nehmen darf, weil fonft 02 negativ wiivde. Davaus erhilt man

nad) bem binomijdhen Lehriage bi8 auf die 2te Potenz von H genau
r
AT « 43H _H 8 H2
Oy t gl/lﬁ‘ < - R~

ar o
Ll 5 i ]/—L T m[_6 =H
ud o = o j o= = [1 mgh l_]

T
Die Fovmel (4) gibt aljo einen Werth fiir 0, der um 55_2 . H l/]-r o, b um ungefdbr
(23

5 Hy/H ,
30 o V&_r 3u grof ijt. ’
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weldye man vom crften Verg aus fehen famn, o! die entfprediende Grofe fitr den weiten
Perg, fo hat man die Gleidjungen:
o+ 01 = «

0= L
]/ r (1 — 2k)

/T ot
]/ r 1 — 2k)

]/r H+]/ Hi = a ]/___T'z—'” ()

Set man hier o gleid) dem Bogen, zu dem dev Winfel 20 49/ gebirt, alfo gleid

1_69 T, wd H = 1904 Toifen, fo fommt
60.180

und daraus endlid)

I/ H! = 57,582 — 43,635 = 13,947
und davaus H! = 194,52 Toifen.
Ginen Mafftab fitv die Genanigleit diefes Refultats evbdlt man aus folgender Redmumng.
Die Gleidung (3) ergibt fiiv H == 1904 und H! = 194,52 bejiiglih o = 0,0372529
und ot = 0,0119071, aljo 0 + o! = 0,0491600, wihrend 0,0491601 Leraus fommen wmiifte,
Sept man diefe Werthe von o mud of in die genaue Formel (1) cin, nadydem man in der-
jefben h = 0 gemadyt bat, fo erhdlt man fiix H und H' die Werthe
v sin 10 4/ 2 sin 53’ 47 __

H= 1904,7
, cos 1% 5%’
Ht == 2C sin 207 28 sin 17/ 127 — 194,61
cos 37/ 40" ]

Martug a a. O. gibt mit Anwendung unjerer Vezeichuungsweife folgende Anleitung 3ur
Aufldfung :

Nadhdem ¢ aus tg ¢ = l / @ + IDH
e, T

bevecdyuet ijt, hat man

Ht = ] : —r

CcOos (l:k_¢)

Die Art, wie Martud dies Refultat gefunden Hat, ift offenbar cine indivecte; ev fudt erjt
obhune BVeritdfidhtiqung der Strahlenbredung die Wintelentfernung ¢, bi3 auf
welde man vom Gipfel des Pics aus jehen famn, 3icht diefelbe von der Winteldiftany der
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beiden Detracdhteten Punfte, nadhdem ev Ddiefelbe wegen der Strahlenbredjung corrigivt hat,
ab und erhilt dadburd) die Winteldiftany, bis auf welde man von den montahas negras
aus fehen famn; aus vem jid) ergebenden vedytwintligen Drveied bevechnet ex HL Warum
er nidht aud) die Diftany ¢ vom Einfluffe der Strahlenbrechung befreit bat, ijt nidht einzu-
fehen, ebenfowenig, warum er « mit 1 + k dividirt, ftatt 8 mit 1 — k ju multipliciven, ob-
wobl practij) beides auf Ddasfelbe hinaus fommt, indem man wegen der Kleinheit von k

ftatt amndhernd 1 — k fepen faun. Weil iiberdies der Wintel, vou dem der Co-

T+ k
jiuns genommen twerben foll, fehr flein ift, fo ift die Formel fiiv H* fehr ungenau und
gibt mur mit Logavithmentafeln von 7 Stellen dad von Martus erhaltene Refultat 213 Toifen.
MWollte man wenigftend die beiben lefsten Ausftellungen befeitigen; fo wiirde man die Fovmel
von Martus fiiv H! voverft fo umgeftalten muijfen

HE = 2 sin? '/ [« (1 — k) — ¢]

cos [« (1 — k) — ¢]

oDer, wenn man wegen der Kleinfeit des Winfeld « (1 — k) — @ auf der vedyten Seite flatt
De3 Nenners die Einbeit fefst

H! = 2r sin? Y, [« (1 — k) — 9].
Wenn man ferner ausd demjelben Grunde ftatt des Sinus den BVogen fefst und die Quabdrat:
wurgel zieht, fo geht diefe Fovmel iiber in

VE=La-0w-9]/5
Auch die Fovmel fitv ¢, weldes immer fehr flein ift, fanu man umgeftalten, indem man
ftatt tg ¢ den Vogen ¢ fept und I gegen r vernadlifiigt, fo daf
’ 2H
¢ =15
wird. Mit diefem Werthe von ¢ wird die lefyte Fovmel
- — i 2
VE + VE =« %
einte Gleidhung, die von Dder unjrigen (5) fidh) merfwiirdigerweife nur dadurd) unterjcheidet, daf
(1 — k)? ftatt 1 — Rk ftebt, was nur unbedentend vom Richtigen abweidht, weil k fehr
flein ift. Jn diefer Fovm gibt jie das Refultat
v HT = 57,801 — 43,635 = 14,166
alfo H! = 200,67 Zoifen.
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Bur Pothenot’jden Anjgabe.

A A A A

S Glomild) bat im neunten Jabhrgang der Beitfdrift fiix Mathematit und Phyjit
pag. 433 eine algebraijhe Lojung der Pothenot'iden Aufgabe gegeben, indem er von den
Gleichungen ausdgeht

y2 4+ 2?2 — 2z yz = a?
z? + x? — 23 zx = b?
x? + }'2 o 27 Xy = c?

Dier bezeidmen a, b, ¢ bdie drei Seiten ded Dreied3, x, y, z die von einem Punfte
im Juuern bdesfelben nad) den Cden geogenen Graden und «, 8, v die Cojinuffe der von
diefenn gebildeten Winfel. Sind 2, v, » die Sinnjje der nimlidhen Winfel, fo beftehen die
Relationen

N e=g—w, F=ye—r , 7=af—M,
@ —2r2=8 +5mw ,—p=gyr +av ,— v =o0apn + B},
welde fidh unmittelbar auf goniometrijhem Wege evgeben. Erhebt man jede bder Gleid)s
ungen (2) auf’s Quadrat und benutt die (1), fo erhilt man
A2 = u? 4 »? + Qauv -
(8) {u? =2 + A% 4+ 28w
v =A% + u? 4+ 2hp
Pan multiplicive die Gleidungen (1) beziiglich mit 24, 2, 2w, und addire die NRefultate,
multiplicive ferner die Gleidhungen (2) begiiglih mit «, 8, y und abdive die Refultate; 3ieht
man dann Die zweite Summe von der erften ab, fo befommt man nod)y tie NRelation
4) oh + Bu + v = — 2w,
Sdtomild fithrt nun eine neue Unbefannte
(3) t=2Ax + uy + vz
cin und gelangt Daduvd), allerdings auf cinem etwad complicivten Wege, zur Darftellung
o X, ¥, z in lauter Defanunten Grogen. Gin fivgever Weg eviffuet fid) durd) Einfithrung
per neuen Function
(6) 2F = Ayz + uzx + »xy,
wo F den Fladdjeninhalt desd gegebenen Dreieds bedeutet. IMultiplicivt man ndmlid) (5)
nadjeinander mit ux und Ay und addivt die Rejultate, fo fommt
ptx + My = 2 (x2 + y) + (22 + A xy + Myz + poxz
oder mit Venupung von (3)
ptx + Aty = du (x2 + y?2 — xy) + » (Ayz + pzx +¥xy)
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Durd) bie dritte der aufjuldfenden Gleidungen und Gleidung (6) erhilt man Hievaus
5 utx 4+ Aty = Apc? + WF
und in gang dbulidger Weife oder aud) durd) bloge Vertanfdyung dev Bud)ftaben
Mz + vtx = »ab? + uF
vty + utz = upra? + 2AF.
Petvadtet man jest tx, ty, tz als Unbefaunte, fo find in Bezug auf diefe vorftehende drei
Gleichungen (inear, und man erhdlt durdy eine leidhte Elimination mit Benupung der Gleid)-
ungent 3,
‘ atx = (b? + ¢ — a?) A — 4Fa
()¢ 2ty = (¢ + a? — b?) x — 4F3
2 2tz = (a? + b? — c¢?) A — 4Fy
Multiplicivt man die erfte diefer drei lesten Gleidjungen mit A, die weite mit w, die Ddritte
mit » und addirt die Refultate, fo hat man mit Benupung der Gleidhungen (5), (3) u. (4)
(8) t? = 4Fruv — (aura? + prab? 4+ yAuc?)
Durd) die vier lepten Gleihungen gelangt man, wenn man die Grife apra? + Brab?
+ 7ruc? mit E begeichnet, unmittelbar zu ben Formeln:
gx: + (b® + ¢ — a?) A — 4Fa

_2\/—— E +4 4w

@ly=t e e

— 2o/ = E + 4Fawr
g B £ B2 6) 4 Ay
\ o Qf — E + 4Fzuwr
Die von Schldmildy gegebenen Fovmeln weiden nur dadburd) vou diefen ab, dag F
pas doppelte Seichen hat, wobei jedod) su bemerfen ift, was aud der ¥éjung Sylbmilds
nidyt unmittelbar Hevvorgeht, dafy dem pofitiven Jeidjen im Zdhler das negative im enner
entfprechen muf und umgefehrt. Jm algebraifhen Sinne fann nun allerdingd F jowobt
pofitiv- ald negativ gebadyt werden, im Sinne dev vorliegenden geometrijdhen Aufgabe ift e3
pofitiv; baber it die oben gegebene Aufldfung bie allein bevechtigte. Ucbrigens verfteht e3
i) von felbft, daf die Aufldiung aud)y dann nod gilt, wenn dev PRuntt, von weldem x,y, z
ausgeht, nidyt im Jnnern des Dreteds, fondern auferhalb desfelben fiegt, wemn man mur
pie Winfel zwifhen diefen Graben in einevlei Rihtung von x nad) y, von y nad) z und
von z nach x Bin mift, fo daff ihre Summe fortwdhrend vier Redjten gleidy ift.




